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Introduction

Dans ce mémoire, nous allons étudier un probleme de qualification d’équipements
intervenant au moment de l'atterrissage des avions. Il s’agit de capteurs placés en bord
de piste qui permettent a chaque instant a ’appareil de déterminer sa trajectoire. Toute
interruption dans le fonctionnement du capteur peut avoir de graves conséquences au
moment de 'atterrissage de I'avion.

Les experts de I'entreprise fabriquant ce type d’équipement aimeraient bien str éviter
cette éventualité. C’est pourquoi, avant de mettre ces capteurs en service, on souhaite
pouvoir déterminer si ces capteurs sont conformes, ou plus exactement si le temps moyen
de fonctionnement entre deux interruptions aussi appelé MTBO (Mean Time Between
Outages) est suffisamment long.

Les temps entre deux interruptions dans le fonctionnement d’un capteur sont sup-
posés indépendants et de loi exponentielle de parametre 1/6, ou 6 est le MTBO de
I’équipement. On se fixe de plus un temps 6y pendant lequel le capteur doit en moyenne
fonctionner sans interruption et le probleme de qualification se ramene alors a déterminer
au moyen d’une procédure statistique si le MTBO du capteur est égal a 6y ou a une
valeur inférieure 6.

Par prudence, une fois le test effectué, il faudra déterminer dans quelle mesure on
peut faire confiance a la procédure de test.

Afin d’optimiser ses cotts et de gagner du temps, 'entreprise qui fabrique les cap-
teurs désire procéder a la qualification de ses équipements en un temps minimum.
Dans ce but, nous nous orienterons vers des tests statistiques séquentiels, connus pour
étre plus économes en moyenne en observations nécessaires pour prendre une décision
que des tests classiques. Plus précisément, puisque nous souhaitons tester des hypotheses
simples, nous utiliserons le test séquentiel du rapport des probabilités.

L’économie d’observations permise par ce type de procédure étant une économie moyenne,
nous serons amené a utiliser des versions tronquées de ces procédures séquentielles.

En ce qui concerne la détermination de limites de confiance, bien qu’il existe des
méthodes bayésiennes, nous nous limiterons a des méthodes plus classiques en accord
avec les industriels qui préféerent ne pas faire d’hypothese sur la loi du parametre.

Les tests séquentiels et plus précisément les tests séquentiels du rapport des probabi-
lités, ont été introduits par le mathématicien Wald pendant la seconde guerre mondiale
mais son livre [13] ne fat, pour des raisons évidentes, publiés qu’en 1947.



Contrairement aux tests classiques, ces tests sont définis par récurrence sur le nombre
d’observations, qui n’est donc pas fixé a priori. Wald a entre autre démontré que I'utili-
sation du test séquentiel du rapport des probabilités permettait souvent une économie
moyenne d’au moins 50% sur le nombre d’observations par rapport a une procédure
classique.

Sur la base des travaux effectués par Wald, de nombreux mathématiciens ont développé
la théorie des tests séquentiels. Dans le cadre d’une loi exponentielle, 'article [4] d’Ep-
stein et Sobel paru en 1955 est le premier a recenser I'ensemble des résultats et leur
démonstration sur 'utilisation du test séquentiel du rapport des probabilités.

Plus tard, Aroian dans [1] et [2] a cherché a étudier les propriétés des tests séquentiels
tronqués, par I'utilisation de méthodes directes de calculs qui ont ensuite été appliquées
et développées dans le cas particulier de la loi exponentielle par Sumerlin dans [7].

Une fois les procédures séquentielles bien connues, a partir de 1970, les statisticiens
se sont intéressés a la détermination d’intervalles de confiance suite a I'utilisation d’une
procédure séquentielle. Notamment Bryant et Schmee dans [3] présentent une méthode
permettant d’obtenir des limites de confiance pour le MTBO.

Ce probleme de qualification s’inscrit donc au coeur des travaux effectués en ana-
lyse séquentielle. L’étude des tests séquentiels du rapport des probabilités et leurs pro-
priétés font ’objet du chapitre 1. Nous nous intéresserons tout particulierement aux tests
tronqués plus adaptés a notre probleme en raison des soucis d’économie de I’entreprise.

Dans lechapitre 2 nous appliquons les résultats du chapitre 1 au cas d’une loi ex-
ponentielle, avec quelques modifications cependant. Nous obtenons ainsi une procédure
séquentielle permettant de déterminer si un capteur est défectueux ou pas.

Enfin, désireux de connaitre la confiance que l'on peut accorder & la décision prise par
la procédure, nous étudions une méthode permettant d’obtenir des limites de confiance
inférieures et supérieures pour le MTBO de chaque capteur aprés acceptation ou rejet.
Nous en déduisons les probabilités que le vrai MTBO dépasse une valeur donnée lorsque
I'acceptation a lieu apres ¢ interruptions.



Chapitre 1

Test séquentiel du rapport des
probabilités

Dans tout le chapitre, nous considérerons X1q,...,X,,... un échantillon de variables
aléatoires réelles indépendantes définies sur un espace probabilisé (2,.4,P) et identique-
ment distribuées dont on notera x1,...,x, les réalisations.

La loi de X dépend d’un parametre § € © C R et est donnée par f(x,0) qui désigne
la densité de X7 au point x pour le parametre 6 si X7 est absolument continue ou la
probabilité que X7 prenne la valeur z pour le parametre 6 si X est une variable aléatoire
discrete.

On désire alors tester I’hypothese Hg : 8 = 6y contre 'hypothese Hy : 6 = 6;. 11
est clair que f(x,0p) est la densité de X; (ou probabilité que X soit égale a x) lorsque
I'hypotheése H est vraie. De la méme maniere, f(z,0;) désigne la densité de X; (ou
probabilité que X7 soit égale a x) lorsque H; est vraie.

Enfin, pour tout événement E € A, on notera Py(FE) := P(F |0 est le vrai parametre).

1.1 Généralités

Cette partie a pour but, de présenter le test séquentiel du rapport des proba-
bilités introduit par Wald en 1943 et d’en donner les principales propriétés.

1.1.1 Définition du test séquentiel du rapport des probabilités

Soient
Hf Xi0o) et prm = Hf Xi,01).
=1
On pose
Pim
Iy = ——
Po,m



Définition 1.1.1 Le test séquentiel du rapport des probabilités (ou TSRP) S(A,B)
pour tester Hy contre Hy est défini de la maniére suivante :

on se donne deux constantes positives A et B généralement telles que B <1 < A et
a chaque étape m de ’expérience, on calcule le rapport des probabilités ., et on adopte
la régle de décision suivante :

- si B <l,, < A on continue l’expérience en prenant une nouvelle observation,

- 81 Ly, > A on rejette Hy ( on accepte Hy ),

- 8t ly, < B on accepte Hy.

De maniere générale, il est pratique pour les calculs de prendre le logarithme du
rapport des vraisemblances [,,,. On a

R f(Xi,00)
Log 1, = ;Logif()(iﬁo)7
avec FXe)
o 01
Z; Logif(Xiﬁo). (1.1)

Il est alors possible de décrire la regle de décision du test séquentiel a 1’étape m de
la maniere suivante :

- si LogB < ZZL Z; < LogA, alors on continue ’échantillonnage,
-si Y iy Z; > LogA, on rejette Ho,
-si " Z; < LogB, on accepte H.

Remarque:
- Si p1,m = pom = 0, alors on pose [, := 1.
- Sipim > 0 et po,m = 0 alors I, > A et on termine par conséquent le test a 'étape m
par le rejet de Hy.

Une relation fondamentale

De facon plus formelle, on peut définir trois régions a chaque étape m de la procédure
séquentielle :
- D} 1a région de rejet,
- DY la région d’acceptation,
- et Dy, la région de continuation.



L’ensemble des échantillons (d’observations) de D,, conduisent a continuer la procédure
séquentielle. D’ou (z1,...,2y) € Dy, si

Yn<m B<l, <A.

De méme D} est 'ensemble des échantillons (d’observations) conduisant & décider
Hy. Alors (x1,...,2,) € D} si

VYn<m B<l,<Aetl, >A.

Enfin DY est I'ensemble des échantillons (d’observations) conduisant & décider H.
Alors (21, ...,7m,) € DY, si

Vn<m B<l,<Aetl, <B
Soit # € O fixé. Pour tout test séquentiel du rapport des probabilités et tout n > 1,
on peut écrire:
Py( Continuer la procédure a Iétape n ) + Py( Décider Hy avant ou a l'étape n )
+ Py( Décider H; avant ou a l’étape n ) = 1.
qui en termes de D}, D% et D,,, s’écrit :
Po( (X1, Xn) € Dy ) + 30 Po((X1,...,.Xim) € Dy,)

(1.2)
+ S 1 Po((X1,...,.Xm) € DY) =

Par continuité inférieure de la probabilité, on obtient que

im0 Po( (X1,- . X0) € D) = Po( Mpor{ (X1, Xim) € D} )

= IPy( Le test ne s’arréte pas )

et par o-additivité on en déduit que

Yoz Po( (X1, Xm) € DY) = Po( Ui {(X1,-. . Xim) € D} )

Py( Décider Hy )

et

Yomz1Po( (X1, Xm) € Dy ) = Po(Upi{(X1,.. . Xim) € Dy} )

Py( Décider Hy ).

On peut alors passer a la limite quand n — 400 dans (1.2) et on obtient la relation
fondamentale :

Py( Le test ne s’arréte pas) + Py( Décider Hy ) + Py( Décider Hy ) = 1. (1.3)



Nous allons démontrer dans le paragraphe 1.1.7 que, pour tout 8 € O, le test
séquentiel du rapport des probabilités s’arréte en un nombre fini d’observations avec
une probabilité égale a 1. On pourra alors en déduire que

Py( Décider Hy ) + Py( Décider Hy) = 1. (1.4)

Remarque:
Tous les tests séquentiels ne s’arrétent pas en un nombre fini d’observations avec une
probabilité égale a 1. Il s’agit d’une particularité du TSRP.

1.1.2 Détermination des constantes A et B du TSRP

Afin de pouvoir définir correctement le test séquentiel du rapport des probabilités
S(A,B), il faut choisir les constantes A et B.

On se fixe un couple (o,f) avec 0 < a < 1,0 < < 1let a+ [ <1 et les constantes
A et B sont alors, en théorie, déterminées de facon & ce que le test ait pour erreurs de
premiere et deuxieéme especes respectivement « et (3.

Cependant, en pratique, il est difficile de calculer exactement les constantes A et B.
C’est pourquoi nous allons d’abord nous intéresser aux relations qui existent entre A,
B, a et (§ et ensuite nous chercherons a obtenir une approximation de ces constantes.

Relations entre A, B, o et

Théoréme 1.1.2 Soit un test séquentiel du rapport des probabilités S(A,B) d’erreurs
de premiére et deuriéme espéces respectivement o et 3. Alors:
1-p p

A< —— et B> .
« l—«

(1.5)

Démonstration :

Lorsqu’un échantillon d’observations (z1,...,z,,) conduit & décider Hy, on dit qu’il
est de type 0. De méme lorsqu’un échantillon conduit a décider Hy, on dit qu’il est de
type 1. Nous noterons alors D;, j = 0,1, I'ensemble des échantillons de type j.

Par conséquent (z1,...,xy) € Dg si

B <lp(x1,...,0p) < A Vn<metly(zy,...,0m) < B.
De méme (z1,...,Zmy) € Dy si

B <lp(z1,...,xn) < A Vn<metly(zy,....2m) > A
On a donc

D1:UD}netD0:UD,On,

m>1 m>1

ott D} et DO ont été définis dans le paragraphe 1.1.1.



> Considérons (z1,...,2,,) un échantillon de Dy, alors

lm > A
A f(xlvel)
= 5may = 4

(1.6)

X
s
~
5}
=
IV

S
—
k&
B
S

Si on integre (1.6) sur Dy ,, on obtient :

/ 1/ @i61)dzy ... dey, > A 1 f@ib0)dzs ... dzy
D

1m ;=1 Dim i=1

et en sommant sur m on obtient que

> /D [1f@i61)dz: .. dey =AD" / 11 f@ib0)dzs ... day, (1.7)

m>1" P1m =1 m>1" P1m =1

D’autre part,

1—08 = P(Accepter Hy | Hj vraie)

= Py, ( Im tel que (X1,...,X,,) € D1m)

= D m>1 Po, (X1,...,Xom) € D1,n) par o-additivité, -
> om>1 fDl,m [T f(xi01)dzy ... dy,.
De la méme maniére, on peut montrer que
a = P(Accepter Hy | Hy vraie)
(1.9)

Zle fDl,m H:il f(xiﬁo)dml e d:L‘m

Enfin, en utilisant (1.8) et (1.9), on peut réécrire (1.7) comme suit :
1-8>Aoa.
Dot A < =2,
e}

> Pour démontrer 'inégalité B > %, on procede de la méme maniere en considérant
les échantillons de type 0.0J



Ces inégalités s’averent tres importantes car elles vont permettre d’éviter le calcul
des constantes du test et fournir une approximation suffisante en pratique.

Remarque:

- Lorsque 'on écrit P( Accepter H;p |Hj vraie ) = 1 — 3 on utilise le fait que le test
séquentiel s’arréte en un nombre fini d’observations avec une probabilité égale a 1. Plus
précisément, on utilise la relation (1.4) pour 6 = 6;.

- De méme en utilisant la relation (1.4) pour € = 6, on obtient

P( Accepter Hy | Hy vraie) =1 — a.

Approximation de A et B

Les inégalités (1.5) du théoreme 1.1.2, suggerent d’approximer A et B respectivement
par
_1-8

(%

A*

et
p

B* = .
1l -«

Remarque:

Les inégalités (1.5) impliquent B* < A* car B < A. En multipliant cette inégalité
par a.(1 — «) > 0, on obtient apres simplification 0 < 1 — 5 — a.

On en déduit finalement que A, > 1 et B, < 1.

Les risques de premiere et deuxieme especes pouvant étre modifiés par ’approxima-

tion, notons a* et §* les erreurs de premiere et deuxieme especes du test S(A*,B*) et
analysons les conséquences de cette approximation.

Théoréme 1.1.3 Les risques du test S(A*,B*) vérifient :

a B
t g <
=g STy

ot <

mais ausst
"+ 5" <a+p.

Démonstration :
- En appliquant le théoreme 1.1.2 au test S(A*,B*), on obtient

1 a
I 2

B* > &

10



c’est-a-dire

5 < 5 (1.10)
p < p (1.11)
1—ao* l—«o

Ce qui implique

Q*
IA
i

IN
ISy

g T

Q

- Si on multiplie (1.10) par (1—/3) (1—,) et (1.11) par (1 —«) (1 —a*), il en découle
que

(1-B)a* < a(l-p),
(1-a)8 < (1-a")8.

En additionnant ces deux inégalités, on obtient apres simplification :

"+ 8 <a+p.0

Dans la pratique, si « et (3 sont choisis dans I'intervalle [0.01;0.05], alors les propor-
tions dans lesquelles a* peut excéder « et 8* peut excéder [ sont tres faibles (car ﬁ
et ﬁ sont proches de 1) et peuvent donc étre négligées.

Exemple: Si a = 0.01 et 8 = 0.05, alors a* < 0.01053 et §* < 0.05051.

La deuxieme inégalité du théoreme 1.1.3 montre que nécessairement une des deux
inégalités a* < a et 0* < 3 est réalisée. En conséquence, 'approximation de A par A*
et de B par B* conduit au plus a I’augmentation d’un des risques et cela dans
une proportion tres faible.

Cependant cette approximation accroit le nombre d’observations nécessaires au test
pour prendre une décision. Mais il est possible de montrer que ’augmentation du
nombre d’observations causée par ’approximation est relativement faible
comme l'illustre la figure Fig. 1.1.

En pratique si le coit d’une nouvelle observation n’est pas trop élevé, si l'on désire
obtenir un test séquentiel d’erreur de premiére espéce inférieure & « et d’erreur de
. T . _1-p _ B
deuzieme espece inférieure a 3, on pose A = —=, B = 1= et on effectue le test de la
définition 1.1.1.

11



1.5

Frontieres theoriques

Rapport Im

i~ Frontieres pour
Iapproximation

R [ J—

L L L L L L L L L ,
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Nombre d'observations

Fic. 1.1 — Augmentation du nombre d’observations

1.1.3 Mise en oeuvre du test séquentiel sur un exemple

On suppose que 'on dispose d’'un échantillon de variables aléatoires Xi,...,X,
indépendantes et de méme loi AV (f,02) avec o connu. On veut tester au moyen du
TSRP, I’hypothese Hy : 8 = 6y contre I’hypothese Hy : 0 = 01 avec 61 > 0g.

Si 'on souhaite obtenir un test tel que

P( Rejeter Hy | Hp) < ac et P( Accepter Hy | Hy) <5,

ou a, € [0,01;0,05], on utilise 'approximation A = 18 ot B= %
A Tissue de la m-iéme observation :
- on accepte Hy si Y "y Z; < LogB,
- on accepte Hy si Y ;v Z; > LogA,
- on continue le test si LogB < Y ;" | Z; < LogA,
avec Z; défini par la relation (1.1).
or 61 — ) 1
_Wi—b) 1 o o
Donc . .
0, —0
ZZi: (10720)2)( (92 62).
=1 i=1
Pour résumer :
- on accepte Hj si
0 9
(1 o) Zz 1 Xi — 222(9%_93) < Logla
& YroX < o 90) [Logl'ga + % (03 — 62)]
déf
< Z:il Xi < (91—90)L gl e +n 01—500 = am

12



- on accepte Hy si

(01 —0o) ZZ VX — 2= (03— 63) > Log;*ﬁ
a 1—
- Yt Xi = gy Loy N ()
0 0, déf
< i X > = GO)Log—ﬁ+ 1+0 <,

- on prend une observation supplémentaire si

m
<Y X <r
=1

En pratique on trace les deux droites paralléles :

Ly:y = _914590x_|_ ‘7_2 Logli

Ll Yy = —01—50056 + 700 0_2 I/O'gﬂ

Ensuite on place sur le méme graphique les points de coordonnées (m, > " | x;) tant
qu’ils sont dans la bande de plan définie par les deux droites et dés que 'un des points
sort de la bande de plan, on décide Hy si Lg est franchie et Hy si Lq est franchie.

Application : Nous avons simulé des données selon plusieurs valeurs du parametre 6
et appliqué le test séquentiel décrit ci-dessus. Les figures F1G. 1.2 et F1G. 1.3 représentent
les résultats obtenus respectivement pour € =1 et 6§ = 2 lorsque 1 =2, 60y =1, 0 =1,
a =0.01 et 5 =0.05.

Somme des xi

On accepte H,

Nombre d'observations

F1G. 1.2 — Représentation du rejet de Hy (0 =1)

13



20

181

16+

14 ©On accepte H,
12

101

Somme des xi

,
12

6
Nombre d'observations

F1G. 1.3 — Représentation de l'acceptation de Hy (6 = 2)

1.1.4 Fonction d’efficacité et fonction ASN

Nous allons dans ce paragraphe définir la fonction d’efficacité d’un test séquentiel.

Définition 1.1.4 La fonction d’efficacité du test séquentiel du rapport des probabi-
lités est la fonction :

0 — L(0) = Py( Accepter Hy ).

Dans la mesure ou le test séquentiel du rapport des probabilités pour tester une
hypothese Hy : 8 = 6y contre une hypothese Hy : 8 = 0, sera appliqué a des valeurs du
parametre 6 £ 61 et 6 £ 6, il est intéressant de calculer la fonction d’efficacité car elle
est définie pour toutes les valeurs possibles de 6.

Lemme 1.1.5 Soit Z une variable aléatoire réelle. f(x) désigne la densité de Z au
point x st Z est absolument continue ou la probabilité que Z soit égale a4 x si Z est
discete.
On suppose que M (u) = E(e“Z) existe pour tout u € R et qu’il existe un réel 0 < 6 < 1
tel que

P(eZ? >1+0) >0 et P(e? <1—6) > 0.

Alors,

(1) Si E(Z) > 0, alors U’équation M(u) = 1 admet une unique solution wo dans
| — 00,0].

(17) Si E(Z) < 0, alors l’équation M(u) = 1 admet une unique solution ug dans
10, + oof.

(13i) St E(Z) =0, alors I’équation M(u) =1 n’admet pas de solution autre que 0.

14



Démonstration :

> On a supposé que M (u) < +oo Vu. En appliquant le théoréme de dérivation sous
le signe somme, on montre que M (u) est indéfiniment dérivable (propriété des modeles
exponentiels). On a

M'(u) = E(Ze'#)
M"(u) = E(Z2%e%%) >0, donc M est strictement convexe.

> 11 existe 6 > 0 tel que P(e? > 1+d) > 0et P(e? <1—6) > 0.

- Alors pour u > 0, on a:

M(’U,) E(e”zﬂ{ez>1+5} + euZ1 ]l{eZ§1+5})
E(e"/1ez-114))

(14 6)“P(e? > 1+4).

AVARAVAN|

Donc limy, o M (u) = +oc car P(e? > 1+ §) > 0.
- De méme pour u < 0, on a:

M (u) ]E(euzﬂ{6221_5} + e ﬂ{ez<1_5}
E(e" ez 1_gy)

(1—686)"P(e? <1—46).

AVARAVAN|

Donc limy, o M (u) = +oc car P(e? < 1 —§) > 0.

On a montré que M est strictement convexe et que lim, 100 M(u) = +o0 et
limy, oo M (u) = 4o00.

On peut alors en déduire que M admet un unique maximum en u*.

> On a M'(0) = E(Z). On peut alors considérer les trois cas suivants.

(i) Si E(Z) > 0, alors M’(0) > 0. On se trouve alors dans la situation représentée
par la figure Fia. 1.4.

M(u)

F1G. 1.4 — Représentation de M (u) pour E(Z) >0
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On en déduit l'existence d’un unique ug €] — co,u*| tel que M (ug) = 1 par stricte
convexité de M. On a de plus ug < u* < 0.

(i7) Si E(Z) < 0, alors M’(0) < 0 et on se trouve dans la situation représentée par
la figure F1c. 1.5.

M(u)

F1c. 1.5 — Représentation de M (u) pour E(Z) <0

On en déduit de méme l'existence d’un unique ug €Ju*, 4+ oo[ tel que M(ug) = 1. De
plus ug vérifie ug > u* > 0.

(i74) Enfin si E(Z) = 0, alors M'(0) = 0 ce qui signifie que 0 est le minimum «* de
M. Par unicité du minimum, il n’existe pas u # 0 vérifiant M (u) = 1.00

Remarque:
La fonction d’efficacité d’un test de constantes associées A et B dépend de ces
constantes. Le théoreme 1.1.6 explicite cette dépendance par I'approximation dite de

Wald.

Théoréme 1.1.6 Si Z1 vérifie les hypotheses du lemme 1.1.5, alors la fonction d’effi-
cacité L(0) d’un test séquentiel S(A,B) peut étre approximée par la formule suivante

AMO) _q

LO) ~ o — pro)

avec VO h(0) est la solution non nulle, si elle existe, zéro sinon, de

/:O (?EZD” J(@6)de =1 (112)

st Z1 est absolument continue et de

fla)\"? B
2 (f(x,9;)> flef)=1

st Z1 est discréte.
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Démonstration :

Nous allons faire la démonstration dans le cas ou X7 est absolument continue. Pour
le cas discret, a quelques adaptations pres, la démonstration est identique.

> Pour chaque 6, montrons qu'il existe un unique h(f) qui vérifie les hypotheses du
théoreme. Pour cela considérons la fonction

o= (1) s

Alors
f(z,01)
Mu) = [T 970 f(2,0)dx
= Eg(euzl).

Par application du lemme 1.1.5 & la variable aléatoire Z; (définie par la relation
(1.1)), on obtient I'existence et I'unicité de h(#) vérifiant les conditions de la proposition.

> Soit 6 fixé tel que h(f) vérifie la relation (1.11). Alors, la fonction

. h(6)
reo=(figy) 1w

apparait comme une densité.
. Supposons d’abord h(f) > 0. Posons
H : f(z,0) est la densité de X;.

H* : f*(x,0) est la densité de X;.

Soit alors S* le test séquentiel du rapport des probabilités pour tester H contre H*
défini a I’étape m de la maniere suivante :

- on continue a faire des observations si

ney _ I @00) - fr@mib) o n
B < ad) w4

- on accepte H si
[ @) - [ (@m) _ e
< B"%),
f(z1,0) ... f(zm,0) —

- et on accepte H* si

f*(-%'lﬁ) s f*(xmﬁ) > Ah©®)
flx1,0) ... f(xm,0) — '



. h(6)
Comme h(f) > 0 et J}((;’ge)) - (§E§Z$§> on peut réécrire la regle de décision a

I’étape m de la fagon suivante :

- on continue a faire des observations si

<f(l'1,91) ce f(xWLael)
f(x1,00) ... f(zm,00)

< A,

- on accepte H si

f(x1,01) ... f*(zm,01) B
f(x1,60) ... f(xm,b0) —

A

- et on accepte H™* si

f(a:l,é?l) e f(l'm,@l)
f(wlﬁo) ce f(l'm,@Q) Z A

Or ces inégalités sont exactement les mémes que celles du test séquentiel du rapport
des probabilités S pour tester H(y contre H; ayant pour constantes A et B.

Si le test S* accepte H, alors le test S accepte Hg. Si le test S* conduit au rejet de
H, alors S conduit au rejet de Hy. Inversement, si le test .S accepte Hy, alors le test S*
accepte H. Si le test .S conduit au rejet de Hy, alors S* conduit au rejet de H.

On peut alors en déduire que

L(0) = Py( Accepter Hyp)
Py( Accepter H)
= PP( Accepter H | H est vraie ).

Soient enfin
o =P( Rejeter H | H est vraie ) et 3 = P( Accepter H | H* est vraie ).

D’apres le théoreme 1.1.3, on peut faire 'approximation

AR6) o 1=8
a/
B o B
1—a/
et en déduire que
, 1 — BMO)
o ~

AMO) — Bh(O)"

Or o = 1— L(#). Par conséquent, 'approximation de la fonction d’efficacité est
donnée par la formule suivante :

AMO) _

LO) ~ o —pro-
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. Pour le cas ou h(f) < 0, on obtiendrait exactement la méme approximation.

. Enfin lorsque 6 = 6* avec h(6*) = 0 on approxime L(f) par

AMO) 1 LogA

I -
66~ A0 — Bh®)  LogA — LogB

si h est continue en 6*.0J

Remarque:

Pour certains points, il est facile de calculer la valeur de la fonction d’efficacité.
Par définition de L(0), on a L(61) = 8 et d’apres la remarque suivant le théoréme 1.1.2,
P( Accepter Hy | Hy vraie ) =1 — a. Donc L(fy) =1 — a.

Exemple :

On se place & nouveau dans 'exemple d'un échantillon de loi A'(6,02) avec o connu.

Si on utilise les approximations A et de B, d’apres le théoréeme 1.1.6, on a la formule
d’approximation de la fonction d’efficacité :

Pour ’exemple des lois normales, on obtient

01+ 69 — 20

Par conséquent pour tout 6,

0140020 ;  1-5

01460020 p 18

e 919 9o _1

01 +00—20; 15 01+00-20 "5

L(0) ~

e 61—0p a _ e 61—0p 11—«

La Fia. 1.6 représente I'approximation la fonction d’efficacité pour un échantillon
de loi normale lorque o = 0.01, 8 =0.05 et 0, =2, g = 1.
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Valeurs de theta

F1a. 1.6 — Approxzimation de la fonction d’efficacité

Il est possible d’obtenir des renseignements supplémentaires sur le test séquentiel du
rapport des probabilités, plus particulierement sur le nombre d’observations nécessaires
pour prendre une décision, en considérant la fonction ASN (Average Sample Num-
ber).

Notons N le nombre d’observations nécessaires au test pour prendre une décision.
Ce nombre dépend du résultat des observations: il s’agit donc d’une variable aléatoire
discrete dont nous noterons n la réalisation.

Comme nous le montrerons dans le paragraphe 1.1.7, la variable aléatoite N admet
des moments de tout ordre et en particulier on peut définir la fonction ASN.

Définition 1.1.7 On appelle fonction ASN la fonction

Nous allons exprimer la fonction ASN d’une maniere différente afin de pouvoir en
donner un approximation dont ’expression sera plus facile & calculer.

Notons S, := Z1 + ...+ Z, avec Z; défini par la relation (1.1).

Théoréme 1.1.8 Soit 0 € © fizé. Si Ey(|Z1]) < +o0, alors
Eg(N)Eg(Zy) = Eg(Sy).

Démonstration :
On pose Sy := 0, F, :=o(X1,...,X,) et Fo = {0,Q}.
On note alors F la filtration (F,),>0 et on pose enfin M,, := S,, — nEy(Z).

D’apres 'annexe B, (My,)n>0 est une F-martingale et N est un F-temps d’arrét.
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On applique le théoreme B.2.1 de 'annexe B a la martingale (M),),>0 et au temps
d’arrét N. On peut alors en déduire que (Mpan)n>0 est une F-martingale et donc que
pour tout n € N on a:

Eg(Mpan) = Eg(Mp). (1.13)

Pour tout n > 0, on a:

| Mpan| |Snan| +n A N[Eg(Z1)]

<
< |Sn[+ N[Eo(Z1)| =Y.

Montrons alors que Y est intégrable. Comme N est intégrable (cf paragraphe 1.1.7),
il reste & montrer que |Sy| est intégrable. On a

Eo(ISnl) < Eo(Xhly1Zkl)

= Eo(X020 Yhoy 12k Mn—ny)

+oo n

= n=1Zsk=1 EG(’Zk’]l{N:n})

= Z:;"i N>k Eg(|Zk|U{n=pn}) par le théoréme de Fubini-Tonelli,
= Z;g E0(|Zk|]1{N2k})

= YU Eo(1Ze))Po(N > k) car {N >k} € Fr_y,

= Eo(N)Eg(|Z1]) < +oo car Eg(N) = S Po(N > k)

Par suite Y est intégrable et on peut passer a la limite quand n — +oo dans (1.13)
grace au théoreme de convergence dominée et on obtient

& Eg(My)=0
~ EQ(SN—NEQ(Zl)) =0.
< Eo(Sn) =Eo(N)Eg(Z1).0

Théoréme 1.1.9 Soit § € O fixé. Si Varg(Z1) < +oo, alors
Eo((Sy — NEg(Z1))?) = Eg(N)Vare(Z1).

Démonstration :
On note A, :=nVarg(Z1), Ag := 0 et on pose W, :== M2 — A, et Wy := 0.

(Wh)n>0 est une F-martingale d’apres 'annexe B. En appliquant le théoréme B.2.1,
on obtient que (Wpan)n>0 est une F-martingale et vérifie donc

Eg(Wirn) = Eg(Wo). (1.14)
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Comme dans la démonstration précédente, on va passer a la limite quand n — 400
dans (1.14). En notant U; = Z; — Ey¢(Z), pour tout n > 0, on a:

‘Wn/\N‘

| M3,y | + Nvarg(Z1)

(Zl +...+2Zn — NE@(Zl))2 + NVCLT@(Zl)

SN U242 N, SN U U+ NVarg(Zy) = Y.

Montrons maintenant que Y est intégrable. De la méme maniere que dans le théoreme 1.1.8
pour montrer que |Sy| est intégrable, on montre que Zjvzl sz est intégrable. De plus
N admet des moments de tout ordre (cf paragraphe 1.1.7). Il reste donc & montrer que
Zij\iQ Z;;ll U; Uj est intégrable. On a

IA A IA

Eo(| Xoils 35-1 Ui Ujl)

Eo (325 Yoy S5y Ul U [ n—ny)

IN

S iza Yonzs Bo(Xim1 Uil [U] | N = n) Pg( N = n). (Tonelli-Fubini)
En remarquant que pour tout ¢ et j, on a Eo(|U;||U;|) < Varg(Z:1), on peut alors
écrire
Bo(| 235 X521 Ui Uj))
< Varg(Z1) Y i>o(i — 1)Pe(IN > i) (Jensen)

= Varg(Z1)(Eg(N?) — Ep(N)) < +00

car E@(N2) = ZZZI ZP@(N > Z) et EQ(N) = 221 ]P’g(N > Z)

En appliquant le théoreme de convergence dominée on obtient exactement que

Eo((Sy — NEg(Z1))> = Eo(N)Varg(Z1)).0

Maintenant, on est en mesure d’approximer la fonction ASN.

Théoréme 1.1.10 Soit 0 € O fizé.

(1) Si Eg(|Z1]) < +o0 et Eg(Z1) # 0, alors
(1 —L(0)) LogA + L(0) LogB
Eo(Z1) '
(17) SiEg(Z1) =0, Varg(Z1) < 400 et Varg(Zy) # 0, alors
(1 —L(0)) (LogA)* + L(0) (LogB)*
Varg(Zy) )

Eg(N) ~

Eg(N) ~
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Démonstration :
(1) Si Eg(Z1) < 400 et Eg(Z1) # 0, alors d’apres le théoréme 1.1.8

_ Ep(Sn)

Eo(N) Ep(Z1)

Si on néglige les exces Sy — LogA et Sy — LogB de Sy au-dela des bornes LogA et
LogB, alors on peut dire que Sy prend approximativement les valeurs LogA et LogB
avec les probabilités respectives Py(Sn > LogA) et Py(Sy < LogB). Donc

Eg(Sn) ~ Po(Sy > LogA) LogA + Py(Sn < LogB) LogB
~ Py( Accepter Hy) LogA + Py( Accepter Hy) LogB
~ (1—L(9)) LogA + L(0) LogB.
Et enfin,

(1 - L(0)) LogA + L(0) LogB

Eg(N) ~ Eo(Z1)

(79) Si Eg(Z1) = 0, Varg(Z1) < +oo et Varg(Zy) # 0, alors par application du
théoreme 1.1.9 on a

2
Bol) = gty

Toujours en négligeant les exces au dela des bornes, on obtient
Bo(S%) ~ (1— L(6)) (LogA)? + L(6) (LogB)*.

Finalement
(1 — L(6)) (LogA)? + L(#) (LogB)?

Eo(N) ~ Varg(Zy)

O

Exemple :
Reprenons 1'exemple d’un échantillon de loi normale N'(0,0%) avec o = 1.

e Déterminons la fonction ASN pour § = 07 et § = 6y. On obtient dans le cas
particulier des lois normales :

B0, (7) = 3 (61— o) #0
et )
Egy(Z1) = —5(01 - 00)* # 0.
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En prenant A = % et B= %, grace au théoreme précédent, les approximations

de la fonction ASN en 6 et 6; sont données par :

- sous Hy Eg, (V) ~ QLOSIEZ)(II:(?O))QLOQB car L(6y) =1 — a,

- sous Hy By (N) ~ H=2h00000 0008 car L(6)) = 5.
2

e Pour 0 quelconque on a

1
Eyg(Zy) = —5(0% — 03) + (61 — 00)0

et
0, +6
Eo(Z1) =0 0 = %
Donc pour 0 # w, I’approximation de la fonction ASN est donnée par la formule

(1 —L(0)) LogA + L(0) LogB
(61— 60)0 — 5(6F — 07)

Eg(N) ~

En utilisant 'approximation de Wald de la fonction d’efficacité, on est en mesure de
tracer une approximation de la fonction ASN (F1G. 1.7) pour a = 0.01, 8 = 0.05, 6§y = 1
et 01 = 2.

Fic. 1.7 — Appozimation de la fonction ASN

1.1.5 Gain de la méthode séquentielle

Nous allons étudier un exemple afin de comparer le test séquentiel du rapport de pro-
babilités a un test classique et constater le gain en nombre d’observations de la méthode
séquentielle.
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Supposons que I'on dispose d’un échantillon X1, ...,X,, (n grand) de variables aléatoires
indépendantes et de loi normale N(0,1). On cherche & tester Hg : 6 = 6 contre
Hi :0 =0, avec 0y < 0.

On désire pour cela utiliser un test de niveau « et de puissance 1 — 3.

On utilisera tout d’abord un test classique et ensuite on mettra en oeuvre un test
séquentiel. Enfin on comparera les deux méthodes au niveau du nombre d’observations
nécessaires pour prendre une décision.

- Pour un test classique:
Soient donc « et 3 fixés, on va déterminer n(a,3) le nombre d’observations nécessaires
pour obtenir une puissance de test égale a 1 — (.

Par application du lemme de Neyman-Pearson, on obtient un test ® de niveau « et
de puissance maximale. Le test ® s’écrit

1
O =Ty o0 X, = E;Xi.
1=

Puisque le test doit étre de niveau « et de puissance 1 — 3, il doit vérifier les deux
équations :
Po, (X, <k) = 1-a
Po,(Xn <k) = B

qui vont nous permettre de déterminer k et n(a,53).
D’une part on a

Po,(Xpn<k) = 1-a
& Py (Vn(X, —00) < vn(k—6) = 1-a
& o(vn(k —0p)) = 1—a,

oi1 ¢ désigne la fonction de répartition d'une loi normale centrée réduite car /n(X,, — 6p)
suit une loi N'(0,1).
Et d’autre part on a
_ ]P491 (Xn S k) -
& Py (Vn(Xn—01) < Vn(k—6) =
& o(vn(k —01))

En notant A; et Ag les réels tels que ¢p(Ag) =1 — v et ¢p(A1) = /3, on obtient alors

{)\0 = Vil — o)
Moo= alk—6).

Finalement, en résolvant ce systeme d’équations on obtient

{ k = 904—\/5)\0

— M—Xo
N g

> ®
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On en déduit donc que

(=)
n(a,f) = 6 —00)7

- Pour le test séquentiel :
On utilise 'approximation de A par % et approximation de B par % D’apres le
théoréeme 1.1.10 on a

(1 —L(0)) LogA + L(0) LogB

EG(N) ~ Eg(Zl)

aLogA+ (1 —«) LogB
Eo(Z1) ’

Eo, (N) ~

et
(1 —B) LogA + 3 LogB

Eel(N)N EG(ZI)

Nous avons vu dans ’exemple précédent que

1 1
E@l(Zl) = 5((91 — 00)2 et Ego(zl) = —5((91 — 00)2.
On a finalement

EQI(N) B 2 [
n(o,B) (A1 — Xo)?

B LogB + (1 — 3) LogA]

et
Iie(i)é(];)) T (A —2)\0)2 [(1 —a) LogB + a LogA].

On peut remarquer que ces expressions ne dépendent pas de 0 et 6.

Pour le test utilisant les approximations les pourcentages moyens d’économie sont

- sous Hp: 100[1 — ]i(?;(g))],
- sous Hj: 100[1 — ]ig(la—(g))]

Dans le test sequentiel du rapport des probabilités, on utilise les approximations de
A et B, ce qui implique comme nous 'avons vu précédemment une augmentation du
nombre d’observations. Donc 1’économie obtenue avec les valeurs théoriques ne peut étre
que supérieur a I’économie obtenue par le test séquentiel utilisant les approximations de

A et B.
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Application numérique :

a =0.01 et §=0.05dou ¢p(Ag) = 0.99 et ¢(A1) = 0.05. En utilisant la table de la
loi N'(0,1) on trouve \g = 2.33 et \; = —1.64.

Le pourcentage d’économie sous H; est de l'ordre de 47% tandis que le pourcentage
d’économie sous Hy est d’environ 63%.

1.1.6 Preuve que le TSRP s’arréte p.s. et moments de N

Le test séquentiel du rapport des probabilités est défini par récurrence sur le nombre
d’observations. On pourrait, a priori, imaginer que le rapport des vraisemblances [,
reste constamment dans lintervalle |A,B[ et que le test ne s’arréte pas. Or il s’avere
que presque sirement l,,,(X71,...,X,,) sort de cet intervalle. C’est ce que nous allons
démontrer.

Le test s’arréte a I'étape m si m est le plus petit entier tel que

Z1+---+Zm2A0uZ1+---+ZmSB-

Posons ¢ := |LogB| + |LogA| et notons les k premieres séquences
&L = Z1+...+ 2,
§k = Zp(k—1)41+ ...+ Zgr o1 7 est un entier fixé.

Lemme 1.1.11 Sl existe un entier k tel que | x| > ¢, alors le test S(A,B) s’arréte
avant ou a la k-iéme séquence.

Démonstration :
Si le test ne s’est pas arrété a la (k — 1)-iéme séquence on a:

LogB <& +...4+ &1 < LogA.

- Si & > c alors

Sk & > LogB+ |LogB| +|LogA|
> |LogA| car LogB + |LogB| > 0,
> LogA donc le test s’arréte a la k-ieme séquence.
- 8i & < —c alors
Y& < —LogA—|LogB| —|LogA|
< —|LogB| car LogA — |LogA| <0,
< —LogB donc le test s’arréte a la k-ieme séquence.[]

Remarque:
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Donc s’il existe k tel que |{x| > ¢, alors N < kr ou N est la variable aléatoire
représentant le nombre d’observations au moment de la décision.

Théoréme 1.1.12 Soit § € © fixé. Si Varg(Z1) < +oo alors le test séquentiel du
rapport des probabilités s’arréte en un nombre fini d’observations avec une probabilité
€gale a 1 pour le paramétre 6.

Démonstration :

> Si le test ne s’arréte pas, on a alors || < ¢ Vk > 1 d’apres le lemme précédent.
Par conséquent,

Pg( Le test ne s’arréte pas ) < Pp(VEk [&x]* < c2).

On peut alors écrire

Py(VE, |€x]? < )
= limj ot Po(Vk =1,... 4, [&|*> < ¢?) par continuité inférieure,
= limj_ 400 Py(|€1]? < )7 car les & sont i.id.

> Montrons que Py(|¢1|? < ¢?) < 1, on aura ainsi Pp(Vk, [£]? < ¢?) = 0.
Si Py(|&1]% < c?) = 1, clest-a-dire si Py(|¢1]? > ¢2) = 0, alors:

Eo(£7)
= Eo(§i ey + &2y

= Eo(fl{e52)) + Eo(§ g 2y) <0+ 2

Or on a supposé Eg(Z2) > 0, donc il est possible de trouver 7 tel que Ep(£2) > 2. Ce
qui fournit une contradiction.

Pour ce choix de 7, on a Py(|¢1]? < ¢?) < 1 et on peut alors conclure que

Py(Le test s’arréte) = 1.0J

Théoréme 1.1.13 Soit 6 € O fizé. Si Varg(Z;) < +oo alors
(1) il existe un réel to > 0 tel que Eq(eN?) existe pour tout t < tq,

(i1) Eg(N*) < 400 pour tout entier k > 0.

Démonstration :
(7)Pour tout réel ¢, on a

Eg(eN) = 302 "Py(N =n)
= e (o, (N = kr 4 ).
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En gardant les notations de la démonstration précédente, pour t > 0 on peut écrire

Eg(etN) < 0% emktertPy(N > kr)

< NS M By(Vi <k, Il <)
k
< e (P16 <)
De méme pour t <0, on a

Eg(etN) < SO0 emMelPo(N > kr)
< NS eMePy(Vi <k, I <c)
< e (e"Po( Jal < )

Nous avons vu au cours de la démonstration du théoreme précédent qu’il était pos-
sible de choisir r de sorte que Py( |£1] < ¢) < 1. Alors les deux séries géométriques
précédentes sont convergentes pout tout ¢ < tg ou

_ _LogPy(|&] <¢)
T

> 0.

(73) Pour tout réel ¢ tel que 0 < t < tg et tout entier k£ > 0 fixés, on peut choisir un
ng suffisamment grand pour s’ assurer que k Logn < nt dés que n > ng. En conséquence
pour t < to,

+o0 +oo
Z nFPy(N =n) < Z e"Py(N =n) < +o0.

n=ng n=ng

On en déduit donc que Eg(N*) < 400 pour tout entier k positif.(]

1.2 Test tronqué

1.2.1 Présentation

Nous avons vu sur un exemple que le test séquentiel du rapport des probabilités
est plus économe en nombre d’observations qu’un test classique. On peut alors étre tenté
d’abandonner les tests classiques au profit des tests séquentiels.

Cependant, le gain obtenu est un gain moyen. On s’expose alors au risque de voir
aléatoirement un test nécessiter un échantillon de grande taille pour prendre une décision.
De plus comme le montre Wald dans [13], ce gain n’est optimal qu’au voisinage de 6 et
61. 11 est donc possible que pour certaines valeurs de 6, Ey(N) dépasse n(a,3), nombre
d’observations d’un test non séquentiel.

C’est pourquoi Wald propose de tronquer la procédure séquentielle. Dans ce
but, on définit une limite supérieure ng pour le nombre d’observations. Si le test séquentiel
du rapport des probabilités n’a pas pris de décision pour m < ng on adopte a I'étape ng
la regle de décision suivante:
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- on accepte Hy si LogB < >, Z; <0

- on accepte Hy si 0 < Y 1%, Z; < LogA.

Fia. 1.8 — Fonctionnement du test séquentiel tronqué

Cependant, la troncation du test risque de changer les erreurs de premiére et deuxieme
especes a et 3. De plus les effets de la troncation vont dépendre du choix de ny.

1.2.2 Majoration des risques du test tronqué

Notons a(ng) et S(no) les risques du test tronqué. On notera S le test non tronqué
et Sy, le test tronqué en ny.
Nous allons majorer les risques de premiere et deuxiéme especes du test tronqué en ng.

- Pacgons nous sous ’hypotheése Hj:

Soit po(ng) = Py, (Sn, rejette Hy et S accepte Hy).
Cette probabilité est la probabilité de I’évenement :

Vn=1...ng—1 LogB < > | Z; < LogA
0<> ™ Z; < LogA
3k > ng tel que > | Z; < LogB

On va maintenant majorer le risque de premiere espece pour le test tronqué.

Théoréme 1.2.1 Le risque de premiére espéce du test tronqué vérifie
a(ng) < a+ po(no).

Démonstration :
Soit ay = Py, (S rejette Hy avant ou a ng) et ag = Py, (S rejette Hy apres np).
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On a aj +as = a.

On note pa2(ng) = Py, (Sn, rejette Hy a I'étape ng, S rejette Hp). Il s’agit de la pro-
babilité de I’évenement :

Vn=1...n9g—1 LogB < > | Z; < LogA
0<> ™ Z; < LogA

3k > ng tel que > | Z; > LogA.
On a pa(ng) < ao.

De plus
a(ng) = Py, (Sy, rejette Hyp)

= Py, (Sn, rejette Hy et S accepte Hy)
+ Pp,(Sn, rejette Hy et S rejette Hyp)

= po(no) + Py, (S rejette Hy avant ng)
+ Py, (S(no) rejette Hy en ng, S rejette Hyp)

= po(no) + a1 + p2(no)

IN

a1 + ag + po(ng) = a+ po(ng).O

- Si on se place maintenant sous H; :
Soit p1(ng) = Py, (Sp, accepte Hy et S rejette Hy), la probabilité de I’événement :
Vn=1...n9g—1 LogB < > " | Z; < LogA
LogB <> Z; <0
3k > ng tel que > | Z; > LogA.

On obtient la majoration du risque de deuxiéme espece pour le test tronqué:

Théoreme 1.2.2 Le risque de deuziéme espéce du test tronqué vérifie

B(no) < B+ p1(no)-

Démonstration :
Identique a la démonstration de la proposition 1.2.10J

Cependant, ces bornes peuvent en réalité étre largement au-dessus des vraies valeurs
de a(ng) et B(ng).
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1.2.3 Meéthode directe de Aroian

Pour les tests séquentiels du rapport des probabilités tronqués, les définitions de la
fonction d’efficacité et de la la fonction ASN sont les mémes que dans le paragraphe
1.1.4 Cependant les approximations de la fonction d’efficacité donnée par le théoréme
1.1.6 et de la fonction ASN donnée par le théoreme 1.1.10 ne sont plus valables.

Nous allons décrire dans cette partie une méthode permettant de calculer de maniere
exacte les valeurs de la fonction d’efficacité et de la fonction ASN pour un TSRP tronqué

S(A,B).

Soit donc 6 € O fixé. Notons

P??m = ]P)g( ()(1,...,)(m)EDS1 ),
PL = Po((X1,...,.Xm) € D}L),
Cn = Po((X1,....,X;n) € D)

et supposons que le TSRP S(A4,B) est tronqué pour un nombre d’observations égal & m.

- On peut alors écrire la fonction d’efficacité de la maniere suivante :

L(O) = Py(3m, (X1,...,Xm) € DY)
= ]P,g( Uzozl (Xl, .. ,Xm) € Dgﬂ} )
= Yo Py((X1,....Xm) € DY)
= Zﬁil P??’L'

- On peut, de méme, écrire la fonction ASN de la fagon suivante :

Eg(N) = Eo(O 2 mIin=m})
Yo mPy(N=m)
S mPe( (X1,...,Xm) € DS, UDL)

= YnZim (P + Pp).

La méthode directe consiste & calculer & chaque étape m les probabilités P2, Pl et

Chm.

e A Détape 1, on a P} + Pl +Cy = 1. On calcule alors P et P} ou deux quelconques
des probabilités parmi P}, P{ et C; et on obtient la troisitme grace & 'égalité.

e A I’étape 2, on a maintenant Py + P} + Cy = C;. Comme & I’étape précédente, on
calcule PY et Pj et on obtient Cy grace a I'égalité.

e Enfin & la derniere étape, on a simplement P2+ P} = Cp,—1. On calcule P)

et on obtient P,}ﬂo car Cp,, est connu de ’étape précédente.

On choisit ensuite une autre valeurs de 6 et on recommence. Lorsque I'on a suffisam-
ment de valeurs, on peut tracer les courbes de la fonction d’efficacité et de la fonction
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ASN.

Remarque:

- La méthode directe permet de calculer de maniere exacte les valeurs de la fonc-
tion d’efficacité. En particulier, elle permet de calculer les valeurs exactes des risques de
premiere et deuxieme espeéces car a(mg) =1 — L(g) et B(mg) = L(0y).

- La méthode directe marche aussi pour les tests non tronqués. On fait le calcul

pour myq aussi grand que 'on veut. Cependant les calculs sont longs et on dispose des
approximations de Wald qui sont suffisantes en pratique.
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Chapitre 2

Application des tests séquentiels
au probleme du MTBO

Avant d’appliquer les résultats du premier chapitre au probleme du MTBO, rappe-
lons tout d’abord le probleme dont il s’agit.

Une société veut effectuer un controle de qualité sur des capteurs placés au bord de
la piste permettant de déterminer la trajectoire de I'avion lors de ’atterrissage.

Malgré la remise en marche insantanée lors d’une interruption dans le fonctionne-
ment du capteur, toute interruption peut avoir de graves conséquences au moment de
latterrissage. C’est pourquoi cette société désire tester le MTBO (Mean Time Bet-
ween Outages) de I'équipement c’est-a-dire la durée moyenne entre deux interruptions
dans le fonctionnement du capteur.

Afin de procéder a la qualification de chaque capteur en un temps minimum, nous
allons utiliser le test séquentiel du rapport des probabilités car il va nous permettre de
faire une économie d’observations comme nous avons pu le voir dans le premier chapitre.

Les temps de fonctionnement du capteur entre deux interruptions sont supposés
indépendants et de loi exponentielle de parametre % ou # > 0 est le temps moyen de
fontionnement. On dispose alors d’un échantillon de variables aléatoires indépendantes
X1,...,X,, de loi exponentielle de parametre %, avec 6 > 0 de densité

1 =
f(z,0) = 56 9]1[0,+oo[(95)-

dont nous noterons x1,...,xr, les réalisations.

Sur la base de cet échantillon, on souhaite alors tester I'hypothese Hg : 0 = 0y contre
I’hypothese Hy : 0 = 61 avec 07 < 60y. Si Hy est accepté on dira que 'on accepte le
capteur et si Hy est rejeté on dira que 'on rejette le capteur.

On se fixe au préalable a et (8 les risques de premiere et deuxiéme especes auxquels

on fera souvent référence par le risque du fabriquant et le risque du consommateur.
Enfin, on appellera d := g—‘l’ le rapport discriminant.
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2.1 Application du TSRP a un échantillon de loi exponen-
tielle

2.1.1 Le test séquentiel du rapport des probabilités

D’apres la définition 1.1.1, le test séquentiel du rapport des probabilités de Wald
S(A,B) (B <1< A) a pour regle de décision a I'étape r:

- on continue I’échantillonnage (i.e. laisser fonctionner 'appareil jusqu’a la prochaine
interruption) si
B< H;’Zl f(Xi,01) < A

f(Xi,00)
Xq
e
L
0

rTo_\r (L L

1

- on accepte Hj si
00\ ~Tri X
) e &= ) < B,
01 -

- et on rejette Hy si

(9_o> o S XFEd) 5 g
01 B

L’appareil commence a fonctionner au temps ¢t = 0. Les instants d’interruption du
fonctionnement du matériel sont donc connus. Notons T; le temps de la i-eme interrup-
tion. On a alors pour tout n € N*, T, — T,,_1 = X,, et donc le processus (T, )ncn+ est
un processus de Poisson au sens de la définition A.2.5 de 'annexe A.

Notons N la fonction de comptage du processus (T} )nen+. Pour tout ¢ > 0, N(t)
représente alors le nombre d’interruptions dans le fonctionnement de I’appareil pendant
une durée égale a t. De plus, pour tout ¢ > 0, la loi de N(t) est entierement connue. En ef-
fet, d’apres la proposition A.2.6, on sait que N () suit une loi de Poisson de parametre %.

A chaque instant ¢, on connait donc le nombre d’interruptions survenues pendant
une durée égale a t. On va pouvoir modifier le test séquentiel du rapport des probabilités
de Wald de facon a tenir compte du fait que I’information est disponible a temps
continu.

2.1.2 Version continue du test séquentiel du rapport des probabilités

Dans (2.1) on remplace > ;_; X; par ¢ et r désigne alors le nombre d’interruptions
survenues pendant une durée égale a t c’est-a-dire r = N(t).
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On peut alors adopter la regle de décision au temps ¢ (ou a 'étape r):
- on continue l'expérimentation ( ie & observer le fonctionnement de 1’appareil) si
Oo\" —t(L-_L
B < (—0> e o) < A, (2.2)

- on accepte Hy si

- et on rejette Hy si
0o\ —i(A-L
— ) e "0 8> A

On peut réécrire (2.2) de la maniére suivante :

Log g2 LogA Logg? LogB 1 1
0] O
L_i—i_gi<t<ri_i—i_gicara—%>0.
01 0o 01 0o 01 0o 01 0o
—LogB LogA LOgZ_O
Notons hg := T4 >0, hy := 725 >0et s := —F+ > 0.
1 6o 01 6g 61 6o

On obtient ainsi la version continue du TSRP de Wald que I'on notera encore
S(A,B) et dont la regle de décision au temps ¢ est :

- continuer 'expérimentation si

rs —hy <t <rs+ hg, (2.3)
- accepter Hy si
t>rs+ hg
- et rejeter Hy si
t<rs—h.

Fonctionnement de la version continue du TSRP

L’expression du test séquentiel donné par la relation (2.3) permet d’effectuer la
procédure séquentielle de maniere graphique.
Tout d’abord, on trace les deux droites paralleles

Ly : t=7rs— hq,
Lo : t=1rs+ hyg.

Ensuite, sur le méme graphique, on trace le temps t en fonction du nombre r d’in-
terruptions dans le fonctionnement de ’appareil.
Enfin, on décide Hy si Lg est franchie et Hq si L; est franchie.
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Temps

Fi1c. 2.1 — Représentation du rejet de Hy

Temps

F1G. 2.2 — Représentation de acceptation de Hy

Avantages et inconvénients de la version continue

La principale différence entre le TSRP et sa version continue est le fait que lorsque
l'on décide Hy avec la version continue, il n’y a pas d’exces au dela de la frontiere L.
Ainsi, lorsque le test acceptera Hy, il le fera en un temps inférieur a celui du TSRP de
Wald comme l'illustre la figure FiG. 2.2.

Pour la société qui souhaite qualifier le capteur, le gain de temps a ’acceptation de H
autorisé par la version continue du TSRP se traduit, en pratique, par une économie de
temps mais aussi par une diminution de ses cotits. C’est pourquoi, la société préfere
I'utilisation de la version continue pour la qualification du capteur.

La version continue du TSRP présente un avantage certain sur le simple TSRP mais
il est important de remarquer qu’a priori il ne s’agit plus d’un test séquentiel du rapport
des probabilités. Tous les théoremes du chapitre 1, ne peuvent donc plus étre utilisés a
moins d’en refaire les démonstrations dans ce cas particulier.

Cependant, on peut réécrire la relation (2.2) sous la forme suivante :

1 e
Oy Py, (N(t)=r)

B<—=r <4 & B<gpmwo= <4 (2.4)
0 7!

ot (N(t))s>0 est la fonction de comptage du processus (17, )nen=.
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La relation (2.4) nous conduit donc a nous intéresser a un probleme général de
décision séquentielle pour des processus a temps continu.

Dans le paragraphe suivant, nous allons définir le test séquentiel du rapport des
probabilités dans le cas ou ’échantillon X1,...,X,,... est remplacé par un processus a
temps continu (z(¢)):>0 vérifiant certaines conditions et étudier ses différentes propriétés.

Au travers de la relation (2.4), cette étude va nous permettre de considérer la version
continue du TSRP définit par la relation (2.3) comme le test séquentiel du rapport des
probabilités du processus & temps continu (N(t))¢~o et d’obtenir une version continue
des théoremes 1.1.2, 1.1.6, 1.1.8, 1.1.9, 1.1.10, 1.1.12 et 1.1.13.

2.2 Probleme de décision séquentielle pour des processus
a temps continu

Pour définir le TSRP d’un processus a temps continu et déterminer ses propriétés,
nous nous sommes basé sur les résultats de Gosh [9].

2.2.1 TSRP d’un processus a temps continu

Soit (z(t))r>0 un processus stochastique ol z(t) est soit discrete soit absoluement
continue. Une famille de modeles stochastiques est { fi(z,0),0 € O} avec 6 ne dépendant
pas de t et fi(x,0) la densité de z(t) par rapport a la mesure de Lebesgue si x(t) est
absolument continue ou la probabilité que x(t) soit égale a x si x(t) est discrete.

On suppose que l'on peut observer ce processus a temps continu en commengant
at =0.Siax est Vobservation de z(¢) au temps t, les données se présentent sous la
forme d’ensembles non dénombrables {z,, 0 < 7 < t} des données accumulées jusqu’a
Iinstant ¢. Sur la base de ces données, on désire utiliser un test séquentiel pour tester
I’hypothese Hy : 8 = 6y contre ’hypothese Hq : 60 = 6.

Pour simplifier le probléme, on va se restreindre au cas ou l’ensemble des données
{z;,0 < 7 <t} peut globalement se réduire a x; a chaque instant ¢. Nous allons nous
limiter aux processus vérifiant la condition suivante :

Condition 1: (z(t)) est continiment exhaustif pour {fi(x,0),0 € O}, c’est-a-dire
Y0 S T < t, f’T,t(xTaxt; 0) = ft(xﬁ H)QT(xT‘xht)

ol gr(xr|xe,t) est une fonction qui ne dépend pas de 0 et fri(xzr,x¢;0) est la densité
conjointe de (z(7),z(t)).
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On peut maintenant introduire la définition du test séquentiel du rapport des pro-
babilités pour des processus vérifiant la condition 1.

Définition 2.2.1 Le test séquentiel du rapport des probabilités S(A,B) pour tester H
contre Hy est le test dont la régle de décision a l'instant t > 0 est la suivante :

- on continue & observer le processus ( ie on observe x(t +0)) si

LogB < Z(t) < LogA

ot
fi(z(t),01)
Z(t) = Log=—————=, 2.5
0= L7 (a(0).0) (29
- on décide Hy si
Z(t) < LogB,
- on décide Hy si
Z(t) > LogA.
Remarque:

Si Pyg(x(0) = x9) = 1, alors Zp := 0. On choisit alors B < 1 < A car sinon on
accepterait Hy systématiquement.

Le TSRP du chapitre 1 basait sa décision sur toutes les observations passées et 1’'ob-
servation courante. La condition 1 permet de baser la décision du test a temps continu
uniquement sur la derniére observation. Le test S(A,B) ainsi défini peut alors étre vu
comme une généralisation de la définition 1.1.1 du cas discret au cas continu.

e Comme dans le chapitre 1, on peut définir les trois régions du test séquentiel au
temps t:
- D,! 1a région de rejet,
- D,° la région d’acceptation,
- Dy la région de continuation.

D;! est Pensemble des observations conduisant & décider Hi. On a alors Z; € D;' si
Vr<t,B< Z,<Aet Z; > A.

D, est 'ensemble des observations conduisant & décider Hy. On a alors Z; € Dy si
Vr<t,B< Z; < Aet Z; <B.

Dy est I’ensemble des observations conduisant a continuer ’observation du processus
(Z(t))t>0- Donc Z; € Dy si
Vr<t,B< Z, <A.
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e De la méme maniere que dans le chapitre 1, on se fixe les risques de premiere et
deuxieme especes a et (et les constantes A et B sont déterminées de sorte que le test
ait pour risques de premiere et deuxieme especes « et .

e On note T le moment ou le test prend une décision. Comme T' dépend de I’observa-
tion courante x(t), il s’agit d’une variable aléatoire. La fonction ASN défini au chapitre
1 est alors remplacée par la fonction AST (Average Sampling Time).

Définition 2.2.2 Si T est intégrable pour tout 6 € O, alors la fonction AST est la
fonction

0 — Eo(T).

Remarque:
Cependant pour tout phénomene ou z(t) est une fonction de comptage, il est courant
d’appeler fonction ASN la fonction

0 Eg(2(T)).

Nous allons maintenant étudier les différentes propriétés de ce nouveau test.

2.2.2 Propriétés du TSRP d’un processus a temps continu

Afin de pouvoir déterminer les propriétés de ce nouveau test, nous allons faire une
hypotheése supplémentaire. Nous nous limiterons aux processus vérifiant en plus de la
condition 1, la condition suivante:

Condition 2: Le processus {Z(t),t > 0} est a accroissements indépendants station-
naires et vérifie Py(Z(0) = 0) = 1 pour tout 0 € ©.

La proposition suivante donne une condition suffisante pour qu’un processus vérifie
les conditions 1 et 2.

Proposition 2.2.3 Si le processus {x(t),t > 0} est a accroissements indépendants sta-
tionnaires tel que Pg(x(0) = xo) = 1 pour tout 6 € © et vérifie la condition 1 alors il
vérifie aussi la condition 2.

Démonstration :

- En notant Z; la réalisation de Z(t), pour tout 0 < t¢; < t9, on a

_ Jto (®19561) St (x1561)
I = Zn = Lngti(l“ti;@O) N ngti(l“ti;@o)

fto (@19;01) frq (x1;60)
fto (xt5;00) fry (zt13601) "

= Log
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Or grace a la condition 1, on a pour tout 6 € O,
ftr 40 (T1,%1530) = firy (T1y30) gty (T4, | T4y 5t2).-
De plus si h(y; 0) désigne la densité de x(t2) — x(t1) au point y, on a
fri o (21,22 0) = fiy (21;0).h(w2 — 215 0).

On peut donc écrire

h(l‘t — Ttq; 01)
Ty — Ty, = log—2—L 2
2 T Oy 2, — 300

- Comme h(y;6) ne dépend de (t1,t2) qu'a travers to — t1. Z(t2) — Z(t1) est une
fonction de x(t2) — z(t1), ta — t1, 01 et By.

Puisque la distribution de x(t2) — x(¢1) ne dépend que de t3 — t1, on peut en déduire
qu’il en est de méme pour Z(t3) — Z(t1).

- Enfin si 'on considére tg > to, 2(t3) — x(t2) et x(t2) — x(t1) sont indépendants et

donc Z(t3) — Z(t2) et Z(ta) — Z(t1) le sont aussi..]

Afin de démontrer une version continue des théorémes 1.1.6, 1.1.8, 1.1.9, 1.1.12 et
1.1.13 nous allons utiliser une méthode générale qui consiste a discrétiser le temps de
fagon a pouvoir utiliser les théorémes du chapitre 1.

Méthode générale de démonstration

e Dans un premier temps, on se fixe un réel §, > 0 (petit) et on ne consideére que les
multiples {nd,,n € N*} de §,; comme valeurs possibles du temps.

e Ensuite, pour ¢ € N* on définit,
Zi(0,) = 2(i7) — Z((i — 1)5,). (2.6)

D’apres la condition 2, la suite (Z;(d;))ien+ est une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi. Pour tout temps ¢ = nd, multiple de J,, on peut écrire

=1

e On définit alors le test séquentiel S5 _(A,B), de constantes A et B, dont le fonc-
tionnement a I’étape m est le suivant :

- on prend une observation supplémentaire si

LogB < Z(mé,) < LogA, (2.8)
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- on décide Hy si
Z(mé;) < LogB

- et on décide Hy si
Z(mé;) > LogA.

Il ne s’agit pas d’un test séquentiel du rapport des probabilités au sens de la définition
1.1.1 mais on peut quand méme lui appliquer les théoremes du chapitre précédent en rem-
placant S, et (Z;);en+ respectivement par Z(nd;) et (Z;(d;))ien+ car la suite (Z;(0;))ien-
est une suite de variables i.i.d.

Sion note N (d;) le nombre d’observations nécessaires au test Ss, (A4,B) pour prendre
une décision, on pourra remarquer que le moment 7" ou le test S(A,B) prend une décision
vérifie la relation

5, (N(5,) — 1) < T < 6.N(6,). (2.9)

e Enfin, on fait tendre d, vers 0 (si cela est nécessaire).

En utilisant cette méthode, on peut démontrer les théoremes 2.3.4, 2.3.5, 2.3.6, 2.3.7
et 2.3.9 versions continues des théoremes 1.1.6, 1.1.8, 1.1.9, 1.1.12 et 1.1.13. Pour illus-
trer la méthode, nous avons démontré le théoreme 2.3.6.

Théoréme 2.2.4 Soit 6 € O fizé. Si Varg(Z(1)) # 0, alors le test séquentiel du rapport
des probabilités s’arréte presque strement en un temps fini sous le parameétre 6.

Théoréme 2.2.5 Soit 0 € © fizé. Supposons que Varg(Z(1)) # 0. Alors
(1) il existe un réel ug > 0 tel que Eg(e™™) < +oo pour tout u < uyg,
(i1) Bo(T*) < +o0 pour tout entier k > 0.

Théoréme 2.2.6 Soit 0 € © fizé. SiEy(|Z(1)]) < +o0, alors
Eo(T)Eg(Z(1)) = Eo(Z(T)).

Démonstration :

> On se fixe donc 6 > 0 et on note N(d;) le nombre d’observations nécessaires au
test Ss_(A,B) pour prendre une décision.

On peut appliquer la proposition 1.1.8 & Z;(d,) et & Z(nd,) (définis par les relations
2.6 et 2.7) a la place de Z; et de S, car les Z;(d,) sont i.i.d. On obtient la relation

E@(N((;T))EG(Z((;T)) - E@(Z(N((ST)éT))v
que 'on peut réécrire de la maniere suivante

Z(6r)
57’

E@(N(6T)5T)E9( ) - E@(Z(N((ST)éT)) (2'10)
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> Nous allons faire tendre ¢, vers 0.
- Nous avons vu que (N(6;) — 1)6; < T < N(6;)d,. De maniére plus précise,
(N(d:)0;) est une suite décroissante positive telle que
lim N(6:)0; =T p.s.
Sy N(Or)or =T ps
Donc

Fd

- Puisque (N (d;)d,) est une suite décroissante de variables aléatoires presque stirement
finies convergeant vers T', on sait d’apres la proposition A.2.4 que la suite (Z(N(d,)d7))
est décroissante et vérifie

5{_1902(]\[(57)57-) = Z(T) p-S.

et donc
lim, £(Z(N(5,)6,)) = Ba(Z(T)).
- Démontrons enfin que Eg(Z(0;)) = 6;Eg(Z(1)). Soient 0 < s < ¢t. On a alors
Eo(Z(t +s) = Z(s)) = Eo(Z(t) — Z(0))
et grice a la condition 2, on peut en déduire que
Eo(Z(t +5)) = Eg(Z(t)) + Eo(Z(s))-
11 suit alors que Ey(Z(0,)) = 6:Eg(Z(1)).

- En faisant tendre J, vers 0 dans (2.10), on obtient

Eo(T)Ee(Z(1)) = Eo(Z(T)).00

Théoréme 2.2.7 Soit 0 € © fizé. Si Var(Z(1)) < +oo, alors
Eo((Z(T) — TE¢(Z(1)))?) = Eo(T)Var(Z(1)).
Les théoremes 2.3.6 et 2.3.7 permettent de démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.8 Soit 0 € O fixé.

(1) SiEp(|Z(1)]) < 400 et Eg(Z(1)) # 0, alors

(1—L(9)) LogA + L(8) LogB
Eg(Z(1))

(17) SiEg(Z(1)) =0, Varg(Z(1)) < +oo et Varg(Z(1)) # 0, alors

(1 —L(0)) (logA)? + L(0) (LogB)?
Vare(Z(1)) '

Eo(T) ~

Eo(T') ~
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Démonstration :

Elle se fait de la méme maniére que la démonstration 1.1.9 en négligeant les exces
Z(T) — LogA et Z(T) — LogB de Z(T') au-dela des bornes LogA et LogB en utilisant
les théoremes 2.2.6 et 2.3.7.00

Enfin, on peut démontrer 'approximation de Wald pour la fonction d’efficacité d’un
TSRP dans sa version continue.

Théoréeme 2.2.9 Si Z(1) vérifie les hypothéses du lemme 1.1.5, alors la fonction d’ef-
ficacité L(0) du test séquentiel S(A,B) peut étre approximée par la formule suivante

AMO) _q
"~ ARG — BhO)
avec YO h(0) est la solution non nulle, si elle existe, zéro sinon, de
+o0 filz 91)>h(9)
L z,0)dr =1
/_oo <f1(90,90) fil@f)

st Z(1) est absolument continue et de

z.,0 h(0)
2 (ﬁgme;i) A=h) =1

L(0)

si Z(1) est discréte.

2.2.3 Application au processus de Poisson

Nous allons appliquer les résultats du paragraphe précédent au processus (N (t))¢>0-
D’apres la relation (2.4), on obtiendra toutes les propriétés du test S(A,B) défini par la
relation (2.3) que l’on souhaite utiliser pour résoudre le probléme de qualification décrit
dans le premier paragraphe.

Vérifions tout d’abord que le processus (N(t));>o vérifie les conditions 1 et 2.

- D’apres la proposition A.2.7,(N(t));>0 est & accroissements indépendants station-
naires et Pg(N(0) =0) = 1.

- D’apres la proposition 2.2.3, il suffit de vérifier que (IV(t))¢>0 satisfait la condition 1.
Soient 0 < 7 < t,
fri(@r,xy;0) = Po(N(7) =27, N(t) = 2¢)
= Po(N(t) =z | N(7) = 2;)Pg(N(7) = x).

Or
Po(N(t) = ¢ | N(7) = 27)
= Py(N(t)— N(1) =2t — 2, | N(7) = x,)
= Py(N(t) — N(1) = 2y — z,) par indépendance des accroissements,
L))zt —zr
= 67%(“7)(9@ ) t! pour z, =1,2,...,1;
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En conséquence

1 Tt—Tr T\Tr
oy _l(t_T)(g(t—T)) _1(9)
fri(zr,xy;0) =€ 0 (@ —2.)] e v o

Donc

T 7, Ty;0
gT(mt"TT;G) = f}%xtjl;y) )

= ety (DT ="

ne dépend pas de 6, ce qui signifie que (N (t))>0 vérifie 'hypothese 1.

On peut alors appliquer le test séquentiel du rapport des probabilités de la définition
2.3.1 au processus (N(t))¢>0. Le processus (Z(t))s>0 intervenant dans la définition du
test S(A,B) est dans ce cas:

_ ft(N(t);0
2(t) = logfixtra

= N(t)LogZ—(l’ —t <% - %) .

Nous allons appliquer les théoremes de la partie précédente afin de démontrer les
différentes propriétés du test S(A,B) défini par la relation (2.4), puis nous déterminerons
une approximation des bornes A et B.

Approximation de Wald de la fonction d’efficacité

Selon le théoreme 2.2.9, 'approximation de Wald de la fonction d’efficacité du test
séquentiel S(A,B) défini par la relation (2.2) est donnée par la formule

AMO) _q .
L(e) ~ A6 _ ghio) =: L (0)3
avec h(f) solution de
(1) -
LV A— (2.11)

Approximation de la fonction AST

D’apres le théoreme 2.3.5, T' admet des moments de tout ordre, en particulier la
fonction AST est bien définie et on va pouvoir en donner une approximation.
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Puisque N(1) suit une loi de Poisson de parameétre %, on a

Eo(Z(1)) = E¢(N(1)Logge — (% _ %>)
E¢(Z(1)?) = Ea((N(1)Logls — (

De plus, on a

Vars(Z(1)) = Log (g—?) . <% - %) .

ou s a été défini au paragraphe 2.2.1.

D’apres le théoreme 2.3.8, on a donc

Si maintenant on utilise 'approximation de Wald de la fonction d’efficacité donnée
par le théoreme 2.2.9, 'approximation de la fonction AST est donnée par les formules
suivantes

LogA(1 — L*(8)) + LogBL*(0)
170 11
gLogg; — <a - %)

—LogA.LogB

[% 1 1
Log (%) (3 - )

Ey(T) pour 6 # s, (2.12)

Eg(T) ~ pour 6 = s. (2.13)

Approximation de la fonction ASN

Comme nous 'avions fait remarquer, puisque N(¢) est une fonction de comptage,
pour le probléme qui nous concerne, la fonction ASN est la fonction

6 Eg(N(T)).



D’apres le théoreme 2.3.6, on a

On peut alors en déduire que
Eg(T) = 0E(N(T)).
Les relations (2.8) et (2.9) nous donnent alors

LogA(1 — L*(0)) + LogBL*(9)

Ey(Z(T)) ~ o . . pour 6 # s,
Loggy — <E - %)
—LogA.LogB
Eo(Z(T)) ~ 9—9029 pour 0 = s.
(Logg*)

Détermination des constantes A et B

Les risques de premiére et deuxiéme especes « et 3 du test séquentiel S(A,B) étant
fixés, les constantes A et B sont déterminées en théorie de fagon a ce que le test ait «
et 0 pour risques de premiere et deuxieme especes. En pratique, comme nous ’avions
vu dans le premier chapitre, on détermine des approximations de A et B.

Pour le processus de Poisson, en s’appuyant sur 'article [5] de Dvoretsky, Kiefer et Wol-
fowitz, nous allons pouvoir calculer exactement la borne B et donner une approximation

de la borne A.

Théoréme 2.2.10 Les constantes A et B de S(A,B) vérifient

et

ﬁ.ﬂ<A<1_ﬁ.
O o — T «

Démonstration :

> Nous avons montré que le test séquentiel du rapport des probabilités dans sa version
continue prend une décision en un temps fini pour tout parametre . Comme dans le
chapitre 1, on peut en déduire que pour tout 6

Py( Accepter Hy ) + Py( Accepter Hy ) = 1.

Par conséquent,
Py, ( Accepter Hy ) =1 — 3,

et
Py, ( Accepter Hp ) =1 — a.
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> On se place dans le cas de 'acceptation de H; et on obtient

einftZt < 1 _/6 < esuptZt7
(6%

ou linf; et le sup, sont pris sur ’ensemble des observations Z; de Z(t) telles que le test
se termine au temps t par I'acceptation de H;.

Pour cela on se fixe §, et on note D} (5,), DY (5;) et Dy, (8;) les régions du test
Ss.(A,B) défini par la relation (2.8).
D’une part, on a

et < R (e#M97) | S5 (A,B) accepte Hy ) < e5'PtZt,

D’autre part, on a

P dn | Z(nd,) € Drll 0r
Bl 5,45 e 1) = L3 20BN E DO
o T n\-7

Py, (3n| Z(né;) € DA(6;))  Po,(3t| Z(t) € D} ) Py, ( Accepter H; )
5;—0Pgy(In | Z(nd,) € DL(6;))  Pg,(3t| Z(t) € D} )  Pp,( Accepter Hy )

Par conséquent,
einftZt < 1 _/6 < esuptZt.
@

Lorsque H; est acceptée suite a l'observation de Z;, Z; > LogA et donc

ﬂ > emftZt > A.
(6%

D’apres la proposition A.2.4, N(t) — N(t —0) < 1 p.s. et Logz—(l) > 0 donc
) 0o
Z(t)—Z({t—0)=(N(t)— N(t— 0))L096’_ < Loge—p.s.
1 1
Si 'observation Z; conduit & accepter Hy, Z; < LogA pour 7 < t et donc
1-p bo

< esumZe < %0 4.
o — 0

> On se place dans le cas de 'acceptation de H et on obtient de la méme maniere

iz < Py, ( Accepter Hy ) < psupis
~ Pp,( Accepter Hy) — ’

ou linf; et le sup, sont pris sur ’ensemble des observations Z; de Z(t) telles que le test
se termine au temps t par I'acceptation de Hy.
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Lorsque I’observation Z; conduit & acceptation de Hy, Z; < LogB. Donc e**Pt%t < B
p < B.
l—a ™

De plus Z(t) — Z(t —0) > 0 p.s., car N(t) — N(t — 0) > 0 p.s. d’apres la proposi-
tion A.2.4. D’ou e™/+%t > B et donc

et

=
Y
w
O

La borne B est connue et la vraie valeur de A se situe dans l'intervalle

Sl

a 6y o

On choisit alors d’approximer A par le milieu de cet intervalle :

1-pd+1

A* —
a 2d '’

ou d a été défini au paragraphe 2.1.

Application :

Les capteurs que la société veut qualifier sont considérés comme acceptables si la
valeur 6 de leur MTBO est supérieure ou égale a une valeur donnée 8y = 4000 heures et
les risques du consommateur et du fabriquant sont fixés a oo = 0.2.

Sur la base des données obtenues par 1’observation des interruptions dans le fonc-
tionnement du capteur dans le temps, on teste alors 'hypothese Hg : 8 = 6y = 4000
heures contre ’hypothese Hj : 0 = 6; = 2000 heures au moyen de la procédure S(A*,B)
décrite ci-dessus.

Pour illustrer la procédure nous avons simulé des données selon une loi exponentielle
de parametre % pour différentes valeurs du MTBO 6 et effectué le test séquentiel défini
par la relation (2.3). Les figures F1G. 2.3 et F1G. 2.4 représentent les résultats obtenus
pour 6 = 2000 heures et 6§ = 4000 heures lorsque 6y = 4000, 6; = 2000, o = 8 = 0.2.
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Nombre dinterruptions.

F1a. 2.3 — Rejet de Hy (6 = 2000 heures)

Nombre dinterruptions.

F1G. 2.4 — Acceptation de Hy (6 = 4000 heures)

D’un point de vue mathématique, le test S(A x ,B) est satisfaisant car on connait
toutes ses propriétés. Cependant, il peut nécéssiter un tres grand nombre d’interruptions
pour prendre une décision comme l'illustre la figure FI1G. 2.5.

Nombre dinterruptions.

Fi1a. 2.5 — Continuation (6 = 3000 heures)
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2.3 Test tronqué

Par rapport a un test classique, un test séquentiel permet d’économiser en moyenne
des observations. Cependant le test séquentiel peut aléatoirement nécessiter un nombre
d’observations supérieur a un test classique.

La société qui désire qualifier les capteurs, voudrait savoir de maniere sire, pour
des problemes d’ordre pécuniaire et des questions de planification, que la durée du test
n’excedera pas un temps tg fixé au préalable. C’est pourquoi nous allons tronquer la
procédure séquentielle.

2.3.1 Troncature du test

On désire toujours utiliser le TSRP S(A,B) dont la regle de décision au temps ¢ est
la suivante :

- on continue & observer le fonctionnement du capteur si
rs —hy <t <rs+ hg,

- on rejette Hy si
t<rs—h;

- et on accepte Hy si
t>rs+ h(),

ou r, s, hg et hy ont été définis au paragraphe 2.2.2.

Mais afin de satisfaire aux souhaits de l’entreprise, nous allons tronquer le test
S(A,B). Pour cela, on se fixe un temps ty au-dela duquel le test ne doit pas conti-
nuer mais aussi un nombre ig d’interruptions dans le fonctionnement du capteur qui ne
doit pas étre dépassé.

Si aucune décision n’a été prise avant que le temps ¢y ne se soit écoulé ou que ig
interruptions n’aient été observées,

- on accepte Hy : 0 = 6 si le temps ty a été observé avant que iy interruptions ne
soient survenues

- et on accepte Hy : 8 = 0 si iy interruptions se sont produites pendant une durée
inférieure ou égale a tg.

La figure F1G. 2.6 représente le fonctionnement du test défini par la relation (2.10)
tronqué a ig et top que l'on notera Sj, +,(A,B).

Comme pour le test non tronqué, on se fixe les risques de premiere et deuxieme
especes o et 3 et on détermine les constantes A et B de S; +,(A,B) de facon a ce que le

test Siy 1, (A,B) ait pour risque de premiere et deuxieme especes a et .
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F1G. 2.6 — Représentation du fonctionnement du test tronqué

En pratique, on choisira comme pour le test non tronqué:

B
B = (2.14)
1-8d+1

@ 2d

A = (2.15)

En ce qui concerne ig et tg, il y a plusieurs fagon de les choisir. Les valeurs ig et tg
peuvent étre déterminées par les impératifs de ’entreprise. Si tel n’est pas le cas nous
proposons une facon de choisir ig et .

Détermination de i

On rappelle que l'on dispose d’'un échantillon X;,...,X,, de variables aléatoires
indépendantes et de loi exponentielle de parametre % avec § € O et que 'on désire
tester 'hypothese Hy : 0 = 0y contre 'hypothese Hy : 6 = 6.

Puisqu’un test séquentiel est plus économe (en moyennne) en nombre d’observations
qu’un test classique, on se propose de déterminer ig de facon a ce que i soit la taille
de I’échantillon d’un test classique de niveau « et de puissance maximale égale a 1 — (3

pour tester Hy contre Hj.

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 8 est % ou T}, est le temps ou est
survenue la n-eme interruption.

D’aprés 'annexe A, on sait que T, suit une loi gamma I‘(n,%). Donc d’apres la
proposition A.1.1, % suit une loi de Xhi-deux a 2n degrés de liberté sous le parameétre 6.

A n et « fixés, d’apres le lemme de Neyman-Pearson, le test S, qui maximise la
puissance 1 — 3, est le test de région critique I’ensemble des points (z1,...,z,) tels que

1 n
((%)ne_ﬁ i=1%i ng(ca(0_1>") )
(é)n{% Xiz1mi Co & Tn < W =T..
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Le couple (n,T.) doit alors vérifier

2T, 2T _

Poo (9 < %) = o
T T _

Py, (= <%=) = 1-0.

Si on note ng et X3, 1—p les quantiles d’ordre « et 1 — § d’une loi de Xhi-deux & 2n
degrés de liberté, on obtient :

2T, _ 2

.9_0C - X2n,oz7
2T, _ 2

5 = Xop1-p

Avant de pouvoir calculer Ty, il faut déterminer la valeur de n. Pour cela on fait le
rapport des deux relations précédentes, ce qui nous donne

2
61 o X2n,a
— = e
0o Xon,1-8
Il n’y a pas, en général, de valeurs n qui vérifient exactement cette relation. Mais,
2
le rapport Z—(l) < 1etlimj, 400 X%in,aﬁ = 1. On peut alors chercher a déterminer le plus
n,l—
petit entier n qui vérifie
2
XZn,a ‘91
S > 7
Xon,1-8 0
: , o 00X3n,0
Une fois n déterminé, on a T, = —5™=.

On choisit donc ig comme le plus petit entier vérifiant :

2
; 0
Xoia 5 71 (2.16)
Xzig1-p D0
Détermination de ¢
On se fixe i, le plus petit entier vérifiant la relation (2.16). Les observations x1, . .. ,x;,
de Xj....,X;, sont obtenues au cours du temps. Si le temps d’observation ne peut

excéder un temps t, il est alors possible que toutes les observations ne surviennent pas
au cours du temps t et on ne peut donc plus utiliser le test S,. On décide alors

- d’accepter Hy si T;, >t

- et d’accepter H; si T3, < t.

L’acceptation de H; ou Hj se fait donc au temps T, ou t.
La région critique de S, était T, < T.. Le bon choix de ¢ est alors
HOX%iO,OJ

t=T.=—
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On choisit alors ty de la méme maniere que pour le test classique utilisé lorque le
temps est limité c’est-a-dire
o aoxgio,a

to 5

(2.17)

2.3.2 Application

Pour la qualification de ses capteurs, les risques « et 3 de premiere et deuxieme
especes étant fixés a 0.2, on emploie finalement le test S, 4, (A,B) ot A, B, ig et ty sont
définis par les relations (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17).

Pour a = 8 = 0.2, on obtient donc:

A=3et B=0.25.
En utilisant les tables de loi du Xhi deux, on obtient ensuite:
ig = 7 et tg = 18934 heures.

Nous avons simulé des données selon différentes valeurs du parametre 6. Les figures
F1G. 2.6 et F1G. 2.7 représentent les résultats obtenus pour 8 = 4000 heures et 8 = 2000
heures lorsque la décision se fait a la troncature.

F1G. 2.7 — Acceptation de Hy (6 = 4000 heures)

Nombre dinterruptions.

F1a. 2.8 — Rejet de Hy (6 = 2000 heures)
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Les approximations des fonctions d’efficacité, ASN et AST du paragraphe précédent
ne sont plus valables pour le test tronqué S;; +,(A,B).

On pourrait utiliser, comme dans le chapitre 1, la méthode directe afin d’en tracer
les courbes représentatives. Nous avons préféré utiliser la méthode de Monte Carlo pour
tracer ces courbes. Les figures FiG. 2.9, Fia. 2.10, F1a. 2.11 représentent les résultats
obtenus pour 6000 trajectoires.

En particulier, on obtient les véritables risques:

o’ =0.5322 et 5/ = 0.0707.

Fonction deffcacité
o o o

Valeurs de o

F1a. 2.9 — Approxzimation de la fonction d’efficacité

Foncion ASN

5000
Valeurs de 0

Fia. 2.10 — Approximation de la fonction ASN

uuuuuu

nnnnnn

sssss

Fonction AST

FiG. 2.11 — Approximation de la fonction AST
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Chapitre 3

Limites de confiance pour le vrai
MTBO apres test

3.1 Introduction

3.1.1 Description du probléeme

Le but du chapitre précédent consistait en la qualification de capteurs, en un temps
minimum, par un test sur la valeur du MTBO. Les risques de premiere et deuxieme
especes « et G étant fixés, nous avons utilisé le test séquentiel du rapport des probabi-
lités tronqué Sj, +,(A,B) ou ig, to, A et B sont définis par les relations (2.16), (2.17),
(2.14) et (2.15).

Une fois le test terminé, 'entreprise aimerait, principalement dans le cas de I’accep-
tation du capteur, obtenir des limites de confiance inférieure et supérieure pour
le MTBO sachant le résultat du test S; +,(A,B).

Déja plusieurs essais ont été fait dans ce domaine. Certains mathématiciens comme
Aroian, Sumerlin et Schmee ont utilisés des méthodes bayésiennes. Mais, les praticiens
étant assez réticents a utiliser des méthodes bayésiennes car alors il faut faire une hy-
pothese sur la distribution de 6, des statisticiens tels que Luetjen, Bryant et Shmee ont
cherché a développer d’autres méthodes.

La méthode que nous présenterons dans ce chapitre est celle décrite par Bryant et
Shmee [3].

3.1.2 Standardisation et notations

Avant de déterminer les limites de confiance du MTBO, nous allons introduire les
notations utilisées dans ce chapitre.
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Standardisation

Nous allons procéder dans ce paragraphe a une standardisation de toutes les quan-
tités intervenant dans le chapitre précédent.

e Nous avons utilisé la version tronquée du test S(A,B) défini par la relation (2.3). Si
maintenant on divise tous les membres de la relation (2.3) par 61, on obtient la relation

suivante :
Logd  LogA t Logd —LogB
r T T S ST 1 1
En notant hf, = 71L_Ong LW = Llo_gf, s = % et t/ = %, la regle de décision de
d d d

S(A,B), au temps standardisé ¢’ est la suivante:

- on continue a observer le capteur si
rs' — ) <t <rs + hy,
- on accepte Hy si
t'>rs' +n

- et on rejette Hy si
t' <rs —hy.

L’avantage de diviser par 6 réside dans le fait que le test ne dépend maintenant de
Ay et 61 qu’a travers le rapport discriminant d.

e Comme dans le chapitre 2, on tronque le test S(A,B) pour obtenir le test ou ig est
le plus petit entier tel que

2
X2ig,x 1
)(2'70 > i (3.1)
2i0,1-8
et le temps standardisé ¢(, de la troncature est déterminé par la relation :
d o
to = 5 X2ig,a- (3.2)

Remarque:
Nous noterons désormais le temps standardisé ¢’ et le parametre standardisé 6’. Pour
actualiser les quantités standardisées, il suffira de les multiplier par 6.

Notations

Contrairement au chapitre précédent, nous représenterons toujours le nombre d’in-
terruptions en ordonnées et le temps standardisé en abscisse.
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Ainsi I'équation de la frontiere d’acceptation avant la troncature sera donnée par :

t — 1)
S/

UQZ'I“:

)

tandis que I’équation de la frontiere de rejet avant la troncature sera donnée par :

t' + h}

/ .

Uy:r=

S

Nous noterons (i,t') un point de la région de continuation qui ne peut étre atteint
que par ¢ interruptions en un temps standardisé ¢/, sans que le test ne soit terminé avant
que le temps t’ ne se soit écoulé.

Nous noterons ensuite P((i,t'); ") la probabilité que i interruptions surviennent en

un temps standardisé ¢’ sans que le test ne se termine avant le temps ¢’ alors que 6’ est
le vrai parametre.

Définition 3.1.1 On note t 4, le temps standardisé d’acceptation sit,, est tel que
le test accepte Hy avec au plus i interruptions pendant le temps t 4,01 .

De méme, on note tg, le temps standardisés de rejet sitp, est tel que le test rejette
Hy avec au moins i interruptions pendant le temps tg,0;.

Ainsi (i,t4,) est un point de la frontiére d’acceptation et P((i,t 4,); 0’) est la probabi-
lité que le test se termine par une acceptation au temps ¢ 4, avec 7 interruptions lorsque
0" est la valeur du parametre.

De méme (i,tg,) est un point de la frontiere de rejet et P((i,tg,); @) est la probabilité
que le test se termine au temps tp, avec i interruptions lorsque 6’ est la valeur du
parametre.

Si r est I'indice du plus petit temps de rejet et a 'indice du plus grand, alors il sera
commode pour la suite de poser tg._, =0 et tr, , = t.

Nombre
diinterruptions LA

Temps
standardi

Fia. 3.1 — Temps standardisés d’acceptation



Nombre
dinterruptions u,

Temps
standardise

Fi1c. 3.2 — Temps standardisés de rejet

Les figures F1G. 3.1 et F1G. 3.2 représentent les temps standardisés d’acceptation et
de rejet du test Sy, 2 (A,B).

En observant les figures Fia. 3.1 et F1G. 3.2, on remarque que ’acceptation ne sur-
vient qu’a des temps dicrets ta,,t4,, ... ,t, alors que le rejet survient & n’importe quel
moment entre deux temps de rejet standardisés tg, et tg,,,
que ¢ interruptions se soient déja produites. En conséquence, 1’obtention de limites de
confiance se fera de maniere différente selon que le test s’est terminé par une acceptation
ou par un rejet.

avec r — 1 <17 < a pourvu

3.2 Limite de confiance

Avant de pouvoir calculer les limites de confiance du parametre 6, il est nécessaire
de calculer les probabilités d’acceptation et de continuation P((,t');0") pour certaines
valeurs de t'.

3.2.1 Calculs des probabilités d’acceptation et de continuation

Soit (t(x))r une suite de temps de fin de test standardisés, distincts et rangés dans
l'ordre croissant telle que () = 0 et ¢(;) = ty. On pose pour [ =1...j

N = t(l) — t(l—l)-
On a alors

10.t)] = Ui Jta—1)tay) e

IIMw

Soit (i,t(k)), k < j, un point de la région de continuation ou de la frontiere d’accepta-
tion. Nous allons calculer les probabilités P((i,t(x)); @) pour toutes les valeurs possibles

de ¢'.
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Pour une valeur 6’ du parameétre standardisé, la probabilité que §; interruptions
surviennent dans l'intervalle de temps Jt;_1y,t(;)] est égale a

P(8; interruptions dans Jt;_1).tp)]; 0') = P(N(tqy01) — N(tg-1)01) = &5 0").

Or d’apres 'annexe A, N(t;01) — N(t;_1)01) suit une loi de Poisson de parametre %.
On peut alors en déduire que

oy (A9

PP(d; interruptions dans Jt_1),t)]; 0') = e 5

Simaintenant, on considére un k-uplet (01, ... ,d0x) d’entiers positifs tels que Zle 0= 1
et ne conduisant pas a une terminaison du test avant ¢ (), alors la probabilité qu’il y ait ¢
interruptions pendant le temps ¢y avec pour chaque [, ¢; interruptions dans I'intervalle
]t(l_l),t(l)] sans que le test ne se termine avant ¢ ;) est égale a

P((d1,..-,0%), pas de terminaison avant ) ; 6')
= P(Vi=1...k,¢ interruptions dans Jt_yy,tp)]; 0')

= P(VI=1...k,N(tg_1)01) — N(t)01) = or; ).
Par indépendance des accroissements de N, on obtient alors
P((d1,...,0%), pas de terminaison avant £y ; 6")

A
_ ko =2k (08/60)%
= [lime 7 =5

AN

ko -2l & vk (AN
= [lLie (%)lHl:l%

1\ 71k (A%
) TI 5

= e 7 (5

Par conséquent, la probabilité que ¢ interruptions surviennent pendant un temps ¢y
sans que le test ne se termine avant ¢(;) pour une valeur 6’ du parametre standardisé est

P((itr)); 0')
= Y gP((d1,...,0x), pas de terminaison avant ¢ ; ¢')

_ Mk i k A
= 7 () ZsIIin ( 5?2

ol S désigne I'ensemble des k-uplets tels que Zle d; = i qui ne conduisent pas a une
terminaison du test avant l'instant ¢,.

En posant,
. AR
CI(Z7t(k)) - Z H ( 51') ) (33)
S =1 ’
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on obtient la relation
. NS R
]P’((Z,t(k)); 0 ) =e 0 y C (Z,t(k)). (3.4)

On divise la relation (3.4) par la probabilité que 7 interruptions surviennent au cours
du temps £(;) afin de faire disparaitre les termes en 6’ et on pose ainsi

lit)) = ¢ (itgy) i <%> . (3.5)

Remarque:

Cette modification permet d’obtenir des coefficients c(i,t(;)) a valeurs dans un in-
tervalle de longeur nettement inférieure a celle de 'intervalle auquel appartiennent les
coefficients ¢’ (4, y))-

On aboutit alors a la relation fondamentale

_ty (tay/0")’

P((itw));0") = clita))) e ] (3.6)

Le calcul a la main des coefficients c(i,t(;)) définis par les relations (3.3) et (3.5)
est long car il faut dénombrer tous les k-uplets de S. Il est plus astucieux d’utiliser la
méthode directe de Aroian décrite au paragraphe 1.2.3 pour calculer P((i,t(k)); ') pour
une certaine valeur de #’, par exemple 6’ = 1, afin d’ obtenir le coefficient c(i,t(k)).

Pour le calcul de P((i,t);¢') pour les autres valeurs de ', il suffit ensuite de faire
varier la valeur de ¢’ dans la relation (3.6) car les coefficients c(i,t ;) ne dépendent pas

de ¢'.

3.2.2 Limite de confiance apres acceptation

Nous allons utiliser la méthode décrite dans I'annexe C pour obtenir les limites stan-
dardisées de confiance a (1 —v)100% lorsque I'hypothese Hy a été acceptée, c’est-a-dire
lorque le test a accepté le capteur. Nous allons manipuler, contrairement au cas du rejet,
des variables aléatoires discrétes. En conséquence, la méthode de 'annexe C conduira a
lobtention de limites de confiance supérieure & (1 — ~)100%.

L’acceptation se produit comme l'illustre la figure Fia. 3.1 aux temps standardisés
tAg: Ay, -t A,y On peut remarquer que les temps d’acceptation standardisés sur la
troncature verticale sont égaux a .

Pour pouvoir appliquer la méthode de 'annexe C, nous avons besoin d’un estimateur
de @'. Soit T4 le moment ou le test accepte le capteur.

La probabilité que le test se termine au temps ¢ 4, est égale & la probabilité P((4,t 4,); 0")
que le test se termine par une acceptation avec ¢ interruptions et la probabilité que le
test ne se termine pas par une acceptation est égale a P( Rejet du test ;6').
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Ainsi, T4 est une variable aléatoire discrete qui pend les valeurs t 4., pour ¢ variant de
0 & 49—1, avec les probabilités P((i,t 4,); 8’) lorsque le test se termine par une acceptation
et la valeur +o0o avec la probabilité P( Rejet du test ;6’) lorsque le test se termine par
un rejet.

On se propose alors d’estimer 6" par

o Ta
- N(TA) H{TA<+OO}7 (3-7)

. . N . ’ tAi . . .
ce qui revient & estimer 6’ par 5 lorsque le test se termine par une acceptation avec ¢

interruptions.

Les limites de confiance que nous allons obtenir dépendent du résultat du test. On
suppose alors que le test s’est terminé par une acceptation au temps ¢4, avec ¢

. . JURT] . A , . ta,
interruptions. La réalisation de 6’ est égale a =+,

Limite inférieure

Notons ¢ _ ; la limite inférieure de confiance a (1—+)100% de 6" lorsque le test s’est
terminé par une acceptation avec 4 interruptions. La limite inférieure 01, - ; de confiance
a (1 —7)100% de 6 est donc égale a 61 07 _ .
La borne inférieure de confiance a (1 —)100% est d’apres I’équation (C'.4) solution

de

o ta, .
Z P9 = 5 01,,4) + PO = 0; G/L,%i)]l{o>ﬁ} = 7 (3.8)
T 1

tAi
%

D’une part, on a > 0.

t L
=), est décroissante.

deux temps d’acceptation standardisés sur la frontiere d’accep-

Montrons d’autre part que la suite (
- Soient t4, et ta,
tation avant la troncature. Alors

t’é_tAsﬂ _ (1 1

s 8+1_0 s

S S+1>>Ocarh6>0.

- Soient t4, et t4, , deux temps d’acceptation standardisés sur la frontiere d’accep-

tation a la troncature. Alors

ta tA, 4 At 1
S =t [~ — —— ] >0.
s s+1 0\ s s+1

- Soient ta, et ta,,, deux temps d’acceptation standardisés tels que ta ., = t; et
ta, est sur la frontiere d’acceptation avant la troncature. Alors

ta, ta. , ho th_ (1 1 ,
A At g b 00 s g (2 =) S 0 car tass < (5+1)s+ R,
. PR s + . L G car tasy1 < (s+1)s + hy
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Enfin, on a {0/ = tAs} = { acceptation du test avec s interruptions } donc
oot
P(al = gs ) H/L'yz) =P((s,ta,); HlL'yz)

On peut alors réécrire la relation (3.8) comme suit

Y= ZP((SvtAs)§HI[/,'y,i)

: . (ta,/)0
T ZC(SatAS)eitAS/GL‘% M. (3.9)

|
—0 S!

On résout ensuite 1'équation (3.9) en 0’ _ . par la méthode de bisection.

Lyy,i
Limite supérieure
Notons 9U . la limite supérieure standardisée a (1—7)100% de 6'. La limite supérieure

Ouq, a (1 — )100% de 6 sera donc 616y, ;.

D’apres 1'équation (C.5), la borne supérieure de confiance a (1 —)100% est donnée
par ’équation

A t .

S P@ = % Oa) T PO =0; Oy )N iy = 7 (3.10)
o/ he < -
ta.

On a montré que la suite ( ‘S‘S )s est décroissante et que —+ > 0. De plus on a
{6’ = 0} = { Rejet du test } donc P(6/ =0; 01r.,:) = P( Rejet du test ; 67, ;).

On peut alors réécrire (3.10) de la fagon suivante

io
ZP((s,tAS); 0r7,:) + P( Rejet du test ; 07, ;) = 7. (3.11)

Enfin, en remarquant que

0
P( Rejet du test ; 67, ;) =1 — ZP((s,tAS); 017 1)
s=0
la relation (3.11) s’écrit

i—1
l-v = P((s,ta,)5 00q,)
s=0
i—1
, ta, 0
1—y = c(sita,) e tas /0 i M (3.12)
S.
s=0

L’équation (3.12) peut étre résolue en Gbml- par la méthode de bisection.
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3.2.3 Limite de confiance apres rejet

Dans le cas du rejet, il est moins interessant d’obtenir des limites de confiance puisque
I’on considere a ce moment que le capteur est défectueux et donc qu’il ne sera pas uti-
lisé. Nous donnons cependant, sans démonstration, les résultats que ’on obtiendrait en
appliquant la méthode décrite dans I’'annexe C dans le cas du rejet.

Contrairement a ’acceptation, le rejet se produit comme l'illustre la F1G. 3.2 entre

deux temps standardisés de rejet tg, , et tr, pourvu que ¢ — 1 interruptions se soient
déja produites et est alors égal au au temps T; de la i-eme interruption. Dans ce cas, la
méthode de I'annexe C conduit & 'obtention de limites de confiance égale & (1 —~)100%
car le temps de rejet est une variable aléatoire absolument continue.
Si on note 07 _ , la limite inférieure de confiance a (1 —)100% de ¢’ lorsque le
test s’est terminé par un rejet au temps t’ avec ¢ interruptions ou tg, , < t' < tg, et
Pre;(t'; }J’%t,) la probabilité que le test se termine par un rejet avant ou au temps ¢’
pour une valeur du parametre égale a 6’ Nz alors 0 ¢ est solution de I’équation

1-— ¥ o= PRej(t; QIL’%t). (313)

De méme, si on note 6y, . la limite supérieure de confiance a (1—v)100% de 60’ lorsque
le test s’est terminé par un rejet au temps ¢’ avec ¢ interruptions ou tg, , < ¢’ < tg,,
alors 92]7 » est solution de I'équation

A ]P)Rej(t;G{j,%t)- (3.14)

Afin de pouvoir résoudre les équations (3.13) et (3.14) par la méthode de bisection,
il est important de remarquer que pour tout 6’ on a

Pre;(t'; 6') = 1 — P( Continuation en t’; 6") — P( Acceptation avant ou en t'; '),

n(t’) g vy
P( Acceptation avant ou en t'; 0') = { 021:0 P((Lta,); ) sit' >ta,

sinon
0 sit! =t
et P( Continuation t'; §’) = z;i(t,)ﬂ P((L,t"); ) sita, <t <t
SiZo P((Lt') 5 0') si0 <t <ty

Ainsi Ppe;((t'; 0') =

1_Zn(t/) (lt ) —%(Q_/l)l _Zi—l (l tl) —W(@/) it <t/<tl
1=0" C\hta,)e i I=n(t")+1 C\6:1)€ - StlAg = 0

sit < ta,

1- Z;O:?)l C(latAz)e_T el’! sit = t6.
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3.2.4 Applications

Premieére application

On se fixe toujours a = § = 0.2. Ensuite, on fait le choix d = 2, qui inclut le cas
6o = 4000 et 67 = 2000.

e Dans l'application du paragraphe 2.3.2, nous avions obtenu
A=3et B=0.25.

Des équations (3.1) et (3.2), nous obtenons grace aux tables de la loi du Xhi-deux,
ig = 7 et ty = 9.467.

On est ainsi en mesure de représenter les régions du test séquentiel. La figure F1G. 3.3
représente les régions du test correspondant a ce choix de «, 3 et d.

e Dans le paragraphe 3.2.1, nous avons vu qu’il fallait se donner une suite de temps
de fin de test pour lesquels on calcule les coefficients d’acceptation et de continuation.

Dans le cas de 'acceptation, le test se terminant nécéssairement & un temps stan-
dardisé d’acceptation, nous prennons comme suite de temps standardisés de fin de test
la suite des temps standardisés d’acceptation rangés dans l'ordre croissant.

En revanche dans le cas du rejet, le test se terminant a n’importe quel moment entre
deux temps standardisés de rejet, nous choisissons la suite des temps standardisés d’ac-
ceptation et de rejet rangés dans I'ordre croissant. Pour obtenir les limites de confiance
inférieures et supérieures pour un temps t’ différent des temps standardisés d’accepta-
tion ou de rejet il suffira d’utiliser une méthode d’interpolation linéaire.

Les temps standardisés d’acceptation et de rejet sont donnés dans les tableaux
TAB. 3.1 et TAB. 3.2.

e Nous devons maintenant calculer les coefficients d’acceptation et de continuation
c(i,t"). Pour cela, on se fixe §/ = 1 et on applique la méthode directe d’Aroian (cf pa-
ragraphe 1.2.3). Pour chaque temps standardisé ¢’ de rejet ou d’acceptation, on calcule
les probabilités d’acceptation et de continuation P((4,¢t') ; 1) dont nous déduirons ensuite
les coefficients d’acceptation et de continuation.

Ces probabilités sont représentées sur la figure FI1G. 3.3. Les calculs ont été effectués
de la facon suivante: pour calculer la probabilité d’arriver a un point de la région de
continuation ou de la fontiére d’acceptation, il suffit de chercher toutes les trajectoires
du processus N (t) conduisant & ce point sans sortir préalablement de la région de conti-
nuation et d’additionner les probabilités de chaque trajectoire.
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Exemple :

- Les probabilités de continuation P((0,0.575); 1) et P((1,0.575); 1) au temps
tr, = 0.575 et P((0,0.1.962); 1), P((1,1.962); 1) et P((2,1.962); 1) au temps
tr, = 1.962 se calculent de la maniere suivante:

P((0,0.575); 1) = e %57 =0.5627.

P((1,0.575); 1) = 0.575e7 %57 =0.3235

P((0,1.962); 1) = 0.5627 =192 = 0.1406.

P((1,1.962); 1) = e~ (1962-0575)(( 5627(1.962 — 0.575) + 0.3235) = 0.2758.
P((2,1.962); 1) = ¢~ (1:962-0:575) (05627 (1 962 — 0.575)2 + 0.3235(1.962 — 0.575))

= 0.2473.
- Pour obtenir P((0,t4,); 1) il faut avoir calculé P((0,1.962); 1). Donc
P((0,t4,); 1) = 0.1406 e~ (2772-1.962) — (1,0625.

- Les autres probabilités de continuation et d’acceptation se calculent de la méme
maniere.

Les coeflicients d’acceptation c(i,t4,) et de continuation c¢(i,t’) s’obtiennent grace
aux formules suivantes :

clijta,) = e P((i,ta,); 1) (3.15)

(tAi)Z
t/ Z’!
()’

Les tableaux TAB. 3.3 et TAB. 3.4 recensent les coefficients de continuation et d’ac-
ceptation obtenus & partir des probabilités de continuation et d’acceptation de la figure
Fic. 3.3.

c(it’) = e P((i,t'); 1). (3.16)

e Maintenant on est en mesure de résoudre les équations (3.9) et (3.12) en 6’ qui
donnent respectivement les limites standardisées inférieure et supérieure de confiance a
(1 —4)100% dans la cas de I'acceptation du capteur.

Comme nous 'avons dit précédement nous allons utiliser la méthode de bisection
qui permet de trouver un zéro xr d’une fonction f de la fagon suivante:

- on localise le zéro xr dans un intervalle [xg,z1],

- on choisit la précision € sur xp,

- on calcule zp = B8 et f(z1) f(z2).

Si f(z1) f(x2) > 0 alors x g est entre 3 et z1. On met donc zo dans x.
Si f(x1) f(xz2) < 0 alors xg est entre xg et x3. On met donc xo dans ;.
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- On continue ainsi tant que 1 — xg > e.

Les tableaux TAB. 3.5 et TAB. 3.6 donnent les limites inférieures et supérieures de
confiance a (1 —)100% du MTBO pour différentes valeurs de +.

Remarque:

Lorsque le test s’est terminé par une acceptation, il est intéressant de calculer la
probabilité P(6" > 6| (i,t4,) ) que le vrai MTBO soit plus grand que 6 sachant que le
test s’est terminé par une acceptation avec i interruptions .

Cette probabilité s’obtient tout simplement en résolvant (3.9) non pas en 6’ mais en
7. Le tableau TAB. 3.7 donne les résultats obtenus pour 6{ = 2.

e Toujours par la méthode de bisection, pour le rejet on résout les équations (3.13)
et (3.14) en €' pour obtenir les bornes inférieure et supérieure du MTBO apres rejet.
Les résultats pour différentes valeurs de v sont recensés dans les tableaux TAB. 3.7 et
TaB. 3.8.

Si maintenant on désire obtenir les limites de confiance inférieures et supérieures
pour un temps standardisé ¢ non tabulé, on utilise la méthode d’interpolation linéaire.

Supposons que t] < t' < t, ot #] et t§ sont deux temps standardisés tabulés dans
les tableaux TAB. 3.3 et TAB. 3.4. Alors les limites standardisées inférieures 0y - ¢ et
supérieures 6/, de confiance a (1 —+)100% pour v = 0.3, 0.2, 0.1 et 0.05 sont données
respectivement par les équations (3.17) et (3.18):

t/ _ tl

0L = HL,%tﬁ + (QL,%té - HL,%ti)ﬁ’ (3.17)
2 1
t—t)

HU,’y,t/ = HU,’y,t/l + (0U7f\/7t/2 - eUﬂ/vt/l)ﬁ' (318)
2 1
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Deuxieme application

En pratique, on laisse toujours fonctionner les capteurs sur un minimum de un an.

Afin d’intégrer cette information & la procédure de test, on se place alors dans le
meéme cadre que celui de I'application précédente mais on suppose que ’on observe le
capteur au moins sur un an c’est-a-dire pendant 4.380 unités de temps standardisé.

La région du test est alors celle représentée par la figure FiG. 3.4.

e On prend dans le cas de 'acceptation comme suite de temps de fin de test la suite
des temps standardisés d’acceptation supérieurs a 4.380 ainsi que le temps 4.380 que
I’on ordonne dans l'ordre croissant.

e De la méme maniére que pour la premiere application, on calcule les probabilités
d’acceptation représentées sur la figure FiG. 3.4.

Ensuite, on en déduit les coefficients d’acceptation de la formule (3.15). Ces coeffi-
cients sont recensés dans les tableaux TAB. 3.10.

e Pour obtenir les limites standardisées inférieures et supérieures de confiance a
(1 —v)100% apres acceptation on résout les équations (3.9) et (3.12) par la méthode
de bisection. Les tableaux TAB. 3.11 et TAB. 3.12 donnent les résultats obtenus pour
différentes valeurs de ~.

On peut alors comparer d’une part les tableaux TAB. 3.5 et TAB. 3.11 et d’autre
part les tableaux TAB. 3.6 et TAB. 3.12. Lorsque le test se termine par une acceptation
avec 0 ou 1 observation, on constate alors que le fait d’observer le capteur sur un an
minimum a 'acceptation permet d’obtenir des bornes inférieures beaucoup plus grandes
et des bornes supérieures bien plus petites que pour le test séquentiel utilisé dans la
premiere application.

e Enfin, comme nous 'avions fait remarquer lors de la premiere application, on
peut calculer les probabilités P(0" > 6(|(i,t4,)), ou ici ta, = ta, = 4.380, en résolvant
I'équation (3.9) non pas en 0’ mais en ~. Les résultats obtenus sont recensés dans le
tableau TaAB. 3.13.

En comparant les tableaux TAB. 3.7 et TAB. 3.13 , on remarque alors que lorsque
le test se termine par une acceptation avec un nombre d’observation égal a 0 ou a 1,
les probabilités P(6" > 6(|(i,t4,)) sont bien plus élevées dans le cas ol 'on observe le
capteur sur un minimum de un an pour ’acceptation.
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Premiere application: Temps standardisés d’acceptation et de rejet

Nombre Temps standardisés
d’interruptions d’acceptation
0 ta, =2.772
1 ta, =4.159
2 ta, = 5.545
3 ta, = 6.931
4 ta, =8.318
) ta, = 9.467
6 ta, = 9.467

TAB. 3.1 — Temps standardisés d’acceptation

Nombre Temps standardisés
d’interruptions de rejet
2 tr, = 0.575
3 try = 1.962
4 tr, = 3.348
5 try =4.734
6 trs = 6.120
7 tr, = 7.507

TAB. 3.2 — Temps standardisés de rejet
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Premiere application: Coefficients d’acceptation et de continuation

Nombre Temps
d’interruptions | standardisés | c(ta4,,%)
0 2.772 0.9994
1 4.159 0.6664
2 5.545 0.4895
3 6.931 0.3670
4 8.318 0.2752
5 9.467 0.2346
6 9.467 0.3659

TAB. 3.3 — Coefficients a l’acceptation

Temps

standardisés | ¢(¢',0) | c(t',1) | e(t',2) | e(t',3) | c(¥',4) | e(t',5) | <(t',6)
0.575 1 0.9998 - - - - -
1.962 1.0002 1 0.9140 - - - -
2.772 - 1.0003 | 0.9569 | 0.6076 - - -
3.348 - 0.8284 | 0.9410 | 0.7568 - - -
4.159 - - 0.8696 | 0.8275 | 0.4667 - -
4.734 - - 0.6710 | 0.8054 | 0.6099 - -
5.545 - - - 0.7161 | 0.6797 | 0.3592 -
6.120 - - - 0.5322 | 0.6584 | 0.4813 -
6.931 - - - - 0.5716 | 0.5429 | 0.2752
7.507 - - - - 0.4155 | 0.5233 | 0.3750
8.318 - - - - - 0.4482 | 0.4248

TAB. 3.4 — Coefficients de continuation
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Premiere application: Limites de confiance aprés acceptation

Nombre Temps
d’interruptions | standardisés | y=0.3 | y=02 | v=0.1 | vy =0.05
0 2.772 2.3035 | 1.7230 | 1.2042 0.9255
1 4.159 1.5829 | 1.2840 | 0.9811 0.7983
2 5.545 1.3715 | 1.1493 | 0.9112 0.7593
3 6.931 1.2759 | 1.0882 | 0.8802 0.7429
4 9.318 1.2247 | 1.0559 | 0.8646 0.7352
5 9.467 1.1884 | 1.0327 | 0.8534 | 0.7299
6 9.467 1.1268 | 0.9881 | 0.8270 0.7146

TAB. 3.5 — Limites de confiance inférieures aprés acceptation

Nombre Temps

d’interruptions | standardisés | vy =03 | y=0.2 | y=0.1 | v=0.05
0 2.772 - - - -
1 4.159 7.4849 | 12.4560 | 26.4604 | 54.6820
2 5.545 3.5529 | 4.7395 | 7.3704 | 11.0737
3 6.931 2.6445 | 3.3142 | 4.6518 6.3202
4 9.318 2.2728 | 2.7918 | 3.6931 4.7976
5 9.467 2.0814 | 2.4859 | 3.2403 4.1210
6 9.467 1.9504 | 2.3122 | 2.9729 3.7481

TAB. 3.6 — Limites de confiance supérieures apres acceptation
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Premiere application: Probabilités de confiance aprés acceptation

Nombre Temps
d’interruptions | standardisés | P(0" > 2|(t4,,i))
0 2.772 0.7501
1 4.159 0.5769
2 5.545 0.4593
3 6.931 0.3797
4 8.318 0.3261
) 9.467 0.2852
6 9.467 0.2350

TAB. 3.7 — Probabilité que 0’ > 6{, sachant le résultat du test
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Premiere application: Limites de confiance apres rejet

Nombre Temps
d’interruptions | standardisés | v=0.3 | v=02 | yv=0.1 | v=0.05
2 0.575 0.2358 0.1920 0.1478 0.1212
3 1.962 0.5561 0.4681 0.3749 0.3161
4 2.772 0.6435 0.5484 0.4460 0.3806
4 3.348 0.7451 0.6382 0.5221 0.4473
5 4.159 0.7991 0.6895 0.5695 0.4914
5 4.734 0.8684 0.7524 0.6245 0.5406
6 5.545 0.9036 0.7865 0.6567 0.5708
6 6.120 0.9513 0.8306 0.6957 0.6058
7 6.931 0.9748 0.8536 0.7175 0.6262
7 7.507 1.0078 0.8845 0.7448 0.6502
7 8.318 1.0605 0.9317 0.7841 0.6827
7 9.467 1.1268 0.9881 0.8270 0.7146

TAB. 3.8 — Limites de confiance inférieures aprés rejet

Nombre Temps
d’interruptions | standardisés | y=03 | v=02 | v=0.1 | v=10.05
2 0.575 0.5241 0.6977 1.0816 1.6190
3 1.962 1.0732 1.3526 1.9242 2.6592
4 2.772 1.1866 1.4739 2.0552 2.7981
4 3.348 1.3409 1.6484 2.2598 3.0262
5 4.159 1.4019 1.7101 2.3208 3.0863
5 4.734 1.4940 1.8084 2.4250 3.1910
6 5.545 1.5293 1.8418 2.4535 3.2123
6 6.120 1.5864 1.8998 2.5095 3.2630
7 6.931 1.6078 1.9191 2.5243 3.2722
7 7.507 1.6442 1.9543 2.5551 3.2966
7 8.318 1.7111 2.0226 2.6203 3.3534
7 9.467 1.8096 2.1268 2.7309 3.4579

TAB. 3.9 — Limites de confiance supérieures apres rejet
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Deuxieme application: Temps standardisés d’acceptation

Nombre Temps
d’interruptions | standardisés | c(ta4,,%)
0 4.380 0.9980
1 4.380 1.0007
2 5.545 0.6127
3 6.931 0.4205
4 8.318 0.3081
) 9.467 0.2611
6 9.467 0.4059

TAB. 3.10 — Coefficients a l’acceptation
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Deuxieme application: Limites de confiance apreés acceptation

Nombre Temps
d’interruptions | standardisés | y=0.3 | y=02 | v=0.1 | vy =0.05
0 4.380 3.6440 | 2.7248 | 1.9039 1.4631
1 4.380 1.7957 | 1.4628 | 1.1260 0.9232
2 5.545 1.4642 | 1.2342 | 0.9886 0.8329
3 6.931 1.3378 | 1.1480 | 0.9389 0.8020
4 9.318 1.2734 | 1.1047 | 0.9149 0.7880
5 9.467 1.2289 | 1.0746 | 0.8983 0.7785
6 9.467 1.1568 | 0.0198 | 0.8624 | 0.7544

TaB. 3.11 — Limites de confiance inférieures apres acceptation

Nombre Temps

d’interruptions | standardisés | y=0.3 | y=02 | v=0.1 | y=0.05
0 4.380 - - - -
1 4.380 3.9945 | 5.3242 | 8.2840 | 12.5008
2 5.545 2.7880 | 3.4863 | 4.8846 | 6.6408
3 6.931 2.3528 | 2.8522 | 3.8048 | 4.9395
4 9.318 2.1366 | 2.5455 | 3.3091 4.2031
5 9.467 1.9977 | 2.3551 | 3.0193 | 3.8004
6 9.467 1.8675 | 2.1565 | 2.7591 3.4883

TAB. 3.12 — Limites de confiance supérieures aprées acceptation
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Deuxieme application: Probabilités de confiance aprés acceptation

Nombre Temps
d’interruptions | standardisés | P(0" > 2|(t4,,i))
0 4.380 0.8883
1 4.380 0.6430
2 5.545 0.4958
3 6.931 0.4047
4 8.318 0.3447
) 9.467 0.2992
6 9.467 0.2434

TAB. 3.13 — Probabilité que 6’ > 6{, sachant le résultat du test
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Annexe A

Processus de Poisson

A.1 Rappels et définitions

On notera P(A) la loi de Poisson de parameétre A > 0 définie sur N. Si X suit une loi
de Poisson de parametre A, alors pour tout k£ € N,

Ak
_ =
P(X=k)=e "k

La loi exponentielle de parametre A > 0, notée £()\), est la loi sur R de densité par
rapport a la mesure de Lebesgue

Ia(z) = Ae Mg 4ol (@).

La loi Gamma de parametres a > 0 et A > 0 est la loi sur R dont la densité par
rapport a la mesure de Lebesgue est

A
a 16 AmH

Jar(z) = mﬁﬂ [0,-+00[(T)-

Remarque: La loi exponentielle de parametre A\ est une loi Gamma de parameétres
a=1cet A\

Enfin, pour toute variable aléatoire réelle X on utilisera la notation X ~ &£(A),
X ~T'(a,\) ou X ~ P(A) selon que X suit une loi exponentielle de parametre A, une
loi Gamma de parametres a et A ou une loi de Poisson de parametre A.

Le principal résultat sur les lois Gamma est donné par la proposition suivante.
Proposition A.1.1 Soient X etY deux variables aléatoires réelles indépendantes et ¢
un réel non nul.

(1) St X ~T(a1,\) et Y ~T'(az,\), alors X +Y ~T(a; + ag,N).
(17) Si X ~T'(a,\), alors cX ~ F(a,%).
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Démonstration :
La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X de loi I'(a,\) est

, 1
Vt € R, E(e™¥) = T
(1) Pour tout t € R,
E(eX+Y)) = R(e*X)E(e™) par indépendance de X et Y,
i (1—1%%% (1—%)3
= —E)atar-

A
Comme la fonction caractéristique caractérise les lois, on en déduit que
X+Y ~ F(a1 + CLQ,)\).

(74) Pour tout ¢ € R,
E(eit(cX)) _ E(ei(tc)X)

On en déduit de méme que cX ~ F(a,%).D

A.2 Le processus de Poisson homogéne sur R*

A.2.1 Processus ponctuels et fonction de comptage

On suppose que I'on observe une suite d’événements dans le temps, par exemple :

- les arrivées de clients a un guichet,

- les pannes successives d’une machine...
et on note T}, 'instant d’occurence de I’événement n.

On pose Ty = 0.

On obtient ainsi une suite croissante de variables positives (7),),>0. Il s’agit d’un
processus ponctuel i valeurs dans R+.

On peut définir la fonction de comptage d’un processus ponctuel.

Définition A.2.1 La fonction de comptage associée & un processus ponctuel est

définie par:
N(t) = > Ln<n-

n>1

Proposition A.2.2 La loi du processus (N (t))i>0 caractérise la loi du processus ponc-
tuel (Tn)nZI-
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Démonstration :

Soient (T},)n>1 et (Up)n>1 deux processus ponctuels sur R* de fonctions de comptage
respectives (N (t))¢so0 et (M(t))eo0-
Supposons que les deux processus (N(t))i>0 et (M(t))i>0 alent méme loi c’est-a-dire
que pour tout n € N* et tous t; > 0,...,t, > 0, les n-uplets (N(t1),...,N(t,)) et
(M(ty),...,M(t,)) ont méme loi.

Puisque N est la fonction de comptage du processus (T},)n>1, on peut alors écrire
N(t) =31 Li1,<¢) et pour tout n € N* et tous 1 > 0,...,t, >0 on a

P(T) <t1, 15 <ta,.... T, <tp)
— P(N(t) > LN(ts) > 2,... N(ty) > n).

Et comme M est la fonction de comptage du processus (Upy)n>1, on peut écrire
M(t) =Y Iy, <¢y et pour tout n € N* et tous £; > 0,...,t, >0on a

P(Uy < t,Uz < to,... .Uy < ty)
= ]P(M(tl) > 1,M(t2) >2,... ,M(tn) > TL)

Comme (N (t))¢>0 et (M(t))¢>0 ont méme loi, on en déduit que pour tout n € N* et
tous t1 > 0,...,t, >0on a

P(N(t;) > 1,N(t2) > 2,...,N(t,) > n)
= P(M(t) > 1,M(ty) >2,...,M(t,) > n).
D’ou, pour tout n € N* et tous t; > 0,...,t, >0on a
P(T) < t1,T < ty,.... T < t,)
= PU; < t1,Us <tg,....Up < ty)

ce qui signifie que les deux processus (T, )n>1 €t (Uy,)n>1 ont méme loi.O]

En conséquence, connaitre la loi du processus (Th)n>1 est équivalent a connaitre
la loi du processus (N (t))¢=o.

On peut alors définir un tel processus soit a partir des instants de saut (T),),>1 ou
a partir de la fonction de comptage (N (t));er+-

Définition A.2.3 Un processus ponctuel (T )nen+ est un processus simple si

T, <400 =T, 1 <T, p.s.
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Proposition A.2.4 Toute fonction de comptage (N(t))i=o d’un processus (T )nen
simple vérifie
0<N()—N(({t—-0)<1p.s.

et
N(t) = N(t+0) p.s.
ou N(t —0) et N(t+0) sont respectivement les limites a droite et a gauche de N en t.

Démonstration :
Soit w fixé. N(t)(w) = n est équivalent a T, (w) < t < Tp11(w). Ces inégalités im-
pliquent T, 1(w) < t < Tp41(w) car T, (w) # Tp(w).

- Soit € > 0. La suite (¢ — ¢) croit vers t. Donc pour € assez petit, on a
Th-1(w) <t—e<Thir(w).

On en déduit alors que N(t —¢)(w) =n—1ou N(t —€)(w) =n . D’ou

0<N@#)(w)—N(t—e)(w) <1
et par suite
0 < lim (N(#)(w) = N(t = €)(w)) < 1.

- Soit € > 0. La suite (¢ + ¢) décroit vers t. Donc pour € assez petit, on a

Thw)<t<t+e<Thii(w).

On peut en déduire que
N(t+e€)(w) = N(t)(w)

et donc

lim N(t +¢)(w) = N(t)(w) p.s..

e—0

A.2.2 Le processus de Poisson

Définition A.2.5 Ty = 0. Soit A > 0. Le processus (1},),>1 est un processus de
Poisson homogéne de parameétre X si les variables aléatoires réelles (T, — Tp—1)n>1
sont indépendantes et de loi exponentielle de parametre .

Conséquences :

> Pour tout n > 1, T, — T;,,_1 suit une loi exponentielle de parametre A. Donc
T, —1T,_1 >0 p.s. cest-a-dire T;,, > Tj,_1 p.s.
La suite (7},)n>1 est une suite presque sturement croissante. Le processus (T7,)p>1 est
donc un processus ponctuel simple.
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> La durée qui sépare deux événements successifs suit une loi exponentielle £(A) = T'(1,A).

Donc la durée moyenne entre deux événements successifs est égale a %

> La durée qui sépare (n + 1) événements successifs suit une loi I'(n,\). En effet,
Vr > 0,
TrJrn -1, = (TrJrn - r+n71) +...+ (TrJrl - Tr)

Les accroissements étant indépendants et de loi I'(1,A), on peut en déduire que
Tyin — T, ~T'(n,\) d’apres la proposition A.1.1.
Par conséquent, la durée moyenne entre (n + 1) événements successifs est égale a .

> La probabilité qu’aucun événement ne se produise pendant une durée h > 0 est:

P(Ty > h) = ,;LOO)\e*)‘mdx = e M,

A.2.3 Propriétés du processus de Poisson

Proposition A.2.6 Soit (T),)n>1 un processus de Poisson homogéne de paramétre X et
de fonction de comptage N. Alors:

(i) Yn > 1, (Th,...,T,) a pour densité
A Mo cry < <t}
par rapport a la mesure de Lebesque sur R"™.
(ii) Vt > 0, N(t) suit une loi de Poisson de paramétre \t.

(i1i) Yn > 1, la loi de (11, ...,T),) sachant {N(t) = n} a pour densité

n!
t_n]I{0<t1 <. <tp <t}

par rapport a la mesure de Lebesque sur R™.
Conséquences :
> On peut définir la cadence d’un processus de Poisson homogéne de parametre A

comme le nombre moyen d’événements pendant un durée égale a 1. Grace au (i7) de la
proposition, on en déduit que la cadence du processus de Poisson est égale a .

> Application: Si X ~ P()\) alors

P(X <n) =P(xpir) > 2))- (A1)
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Démonstration :

Considérons un processus de Poisson de parametre 1.
On a
P(X <n) = P(N(A) <n)car N(A) ~P(A.1)
= ]P’(T,H_l > )\)

—+00

1
P(Th41 > A) = / —e “a"dx car Ty ~T(n+1,1).
A n:

On effectue le changement de variable y = 2x et on obtient
BT > X = S e

= grmye fdy
= PT(n+1,35 >2))

= P(x3, . > 200

Démonstration de la proposition :
(i) Soit f : R™ — R mesurable bornée.

E(f(Tla cee 7Tn))

= E(f(h,(To—-T)+T,....(T, —Tp—1) + ...+ T1)

= f(R+)n flutug +ug, . ooug + o up)Ae N e Ay

On effectue le changement de variable défini par la bijection

o Ry — A,

(Uty..oyun) — (urug +ug, ..o ur 4.+ up) = (t1, ...

o Ay ={(t1,...,tn) ER™ | 0<ty < ... <tp}.

On a |det(Jac®)| =1 donc
E(f(Tl, c ,Tn)) = / f(tl, c ,tn)Ane_At"dtl L dty,.
Ap

(74) Soit & nouveau f : R™ — R mesurable bornée. On a
E(f(T1, . To)iny=n})
= E(f(Tl, e 7Tn)H{Tn§t<Tn+1})
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car {N(t) = n} = {T,, <t < T,,41} d’apres l'expression de la fonction de comptage.
Donc

E(f(T1, - TN @=n})
= \[An+l f(tl, “ e ,tn)H{tn§t<tn+1)\n+1€_)\tn+1dt1 o dtn+1 gréce é, ('LZ)
= f AT f(t, atn)H{0<t1 <...<tn<t}(ft+oo )‘B_M"Hdtnﬂ)dtl - diy

= f )‘nei)\tf(tla cee 7tn)]1{0<t1<...<tn<t}dt1 oo dbp.

Pour f =1 on obtient :

P(N(t)=n) = e_>‘t)\"/ dty ...dt,.
{0<ti<...<tn<t}

Or pour tout n > 1 on a

tn
/ dtl oo dtn == —',
{o<ti<..<tn<t} n!

La démonstration se fait par récurrence sur n.
. Pour n =1, f{0<t1<t} dt| =t.
. Supposons la propriété vraie au rang n, n > 1 ie

tn
/ dtl “e dtn — —',
{0<t1<...<tp <t} n!

et démontrons la propriété au rang n + 1:

f{0<t1<...<tn<tn+1 <t} dty...dtniy

t
fo (f{0<t1<...<tn<tn+1} diy ... dty)dtn 41

= fg (t";—!l)ndtnﬂ par hypothese de récurrence,

= [ (tnr )G

t"+1

(n+1)!"
Par conséquent, P(N(t) =n) = e*)‘t%. On peut donc en conclure que N (t) ~ P(At).
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(7i1) Soit f : R™ — R mesurable bornée.

E(f(T1 - Tn) LN ()=n})
P(N(t)=n)

S Fteta)A e Mooy, < <ty <ty dtl.din

A OD™
e—At )

= [ f(ts,... 7tn)t%!ﬂ{0<t1<...<tn<t}dt1 L dty 0

Remarque:

La loi de (11, ...,T,) sachant {N(t) = n} est une loi de Dirichlet d’ordre n sur [0,].

Il est possible d’obtenir une loi de Dirichlet d’'une autre maniere.
Soient X1, ...,X,, n variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0,t]. On
note X(),...,X(,) le réarrangement croissant de Xy,...,X,. Alors X(y),...,X,) suit
une loi de Dirichlet d’ordre n sur [0,t].

Proposition A.2.7 Soit (T,,)n>1 un processus ponctuel & valeurs dans R™ de fonction
de comptage N.
Alors c’est un processus de Poisson homogéne de paramétre A st et seulement si:

1) N(0) =0 p.s
2) N est a accroissements indépendants ie Y0 < t1 < to < ... < t, les variables
aléatoires

N(tl)vN(t2) - N(tl)a s 7N(tn) - N(tnfl)

sont indépendantes.

3) V0 <s<t, N(t)— N(s) suit une loi de Poisson de paramétre \(t — s).

Démonstration :

= Supposons que (1},),>1 est un processus de Poisson homogene de parametre .

1) On a
N(t) = ZH{TnSt}'
n>1
De plus Vn > 1T, > 0 p.s car T}, ~ I'(n,A).
Donc Vn > 1 Iz, <oy = 0 p.s. et N(0) =0 p.s.

2) et 3) Soient 0 < t; < ta... <ty et ki,ka,...,k, des entiers positifs ou nuls tels
que k1 + ko + ... + k, = k. Calculons la probabilité

P(N(t1) = ky,N(ts) — N(t1) = ko, ... ,N(tn) — N(tn_1) = kn).
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L’événement {N(t1) = k1,N(t2) — N(t1) = ko, ... ,N(tn) — N(tn—1) = kp} est inclus
dans I'événement {N(t,) =k} = {T) < t, < Tgy1}
Alors, la suite (T7,) étant croissante, lorsque 'on remplace chaque N (t;) par son expres-
sion en fonction des T3, on obtient :

k
N(t)=> H{T; < t;}.
j=1

En conséquence,

P(N(t1) = k1,N(t2) — N(t1) = ko, .. .N(tn) — N(tu_1) = kn).
= PO Lreny =k i U<ty — Lm<tny) = kn | N(tn) = k) P(N(t,) = k)

= P Incny =kt b L <mictn} = kn | N(tn) = k).P(N(t,) = k).

Soient X71,...,X, un échantillon de k variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur
[0,¢,]. On note Xys---»X @) I échantillon réordonné de loi de Dirichlet d’ordre k sur
[0,t,]. D’apres la proposition précédente,

L(Ty,... TN (tn) = k) = L(X(1), - X(k))-
Par conséquent,
P(N(t1) = k1,N(t2) — N(t1) = ka,...,N(tn) — N(tn—1) = kp)
= P(z;ﬂ:l H{X(i)Stl} =k, Zle H{tn—1<X(¢)§tn} = kn) P(N(tn) = k).

Or pour tout 0 < a < b < t, le nombre de X; dans |a,b] est égal au nombre de X;
dans ]a,b]. On en déduit donc que

P(N(t1) = ki, N(ts) — N(#1) = ko, .. N(tn) — N(tn_1) = kn)
= P(Zi‘g:l H{XiStl} =ki,..., Zle H{tn—1<X¢§tn} = kn)]P)(N(tn) = k)

Il faut maintenant calculer la probabilité

k k
PO Tix,<ty = ko0 > L y<xi<tn} = kn). (A.2)
=1 i=1

Comme les X; sont de méme loi, cette probabilité est égale a:

kl kg kn—l
Cpt Gy, - Cr by b s

Nombre de configurations

X P(Xl, R 7Xk1 G]O,tl]; e ;Xk1+---+kn_1+17 . ¢ E]tn_l,tn])

Probabilité d’une configuration particuliére
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Donc

P(N(t1) = k1,N(t2) — N(t1) = ka,...,N(tn) — N(tn—1) = kn)

= g x ()R tn—tn—1\ky ,—Atn (Atn)*
= e X ()R L (Pt e A 2

_ (tézlfl (h;;z!)’“? (tn*l;;;—!l)kn Nt ohin o= At ot (b —tn—1)) (A.3)

Dkt

_ Wi st Pt2—t)]*2 —A(t2—t1) o w Ptn—tn_1)]Fn ef)\(tnftn_l)_(AA)

> Fo!

Remarque:

Pour effectuer le calcul (A.2) on a implicitement supposé que Vi k; > 0. Cependant
la formule (A.3) reste valable lorque les k; > 0. Pour le vérifier il suffit lorsque k; = 0
de faire le méme dénombrement avec aucun X; dans U'intervalle |¢;_1,t;].

La formule (A.4) montre que les accroissements de N sont indépendants et que pour

0<s<t, N(t)—N(s) ~PAt—9)).

<« Réciproquement, on suppose que (7,),>1 est un processus ponctuel sur Rt de
fonction de comptage (N (t));cr+ vérifiant 1),2) et 3).

Les conditions 2) et 3) permettent de déterminer la loi du processus N (t)¢~o. Pour
tout n > 1 et tous 0 < t; < t2 < ... <ty, le n-uplet (N(¢1),N(t2) — N(t1),... ,N(tn) —
N(tp—1)) a pour loi

PAt1) @ P(A(t1 —t2)) @ ... @ P(A(ty, — th—1)).

La loi de (N(t1),N(t2),...,N(t,)) est connue puisque

= (N(t).(N(t2) — N(t1) + N(t1), .. (N(tn) = N(tu_s) + ... + N(t2)).

D’apres la proposition A.2.2, on sait que la loi de la fonction de comptage d’un
processus ponctuel caractérise la loi du processus ponctuel.

Or d’apres la premiere implication, on sait que la loi de N (t):~¢ est celle de la fonction
de comptage d’un processus de Poisson homogene de parameétre A\. On en déduit donc
que (T3,)n>1 est un processus de Poisson homogene de parametre .
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Annexe B

Martingales a temps discret

Soit (2,.4,P) un espace probabilisé.

B.1 Martingales et temps d’arrét

Définition B.1.1 Une suite croissante F = (Fp)nen de sous-tribus de A est appelée
une filtration.
On dit alors que (Q,A,F P) est un espace probabilisé filtré.

Définition B.1.2 Un processus (X, )nen sur (Q,A,F ) est adapté si pour tout
n €N, X,, est F,,-mesurable.

Exemple :

Soit (X, )nen+ un processus sur (2,.4,P).

On définit FX = (FX)pen+ ot FX = o(X1,...,X,), la tribu engendrée par les
variables aléatoires X7i,...,X,,.

La suite FX est une filtration appelée filtration naturelle du processus (X, )nen. De

plus (X, )nen est FX-adapté.

Définition B.1.3 Soit (Q,A,F P) un espace probabilisé filtré. Soit (X, )nen un proces-
sus F-adapté tel que pour tout n € N, X,, € L'(Q,AP).
St pour tout n € N, on a

E(XnJrl |-7:n) = Xna

on dit que le processus (X, )nen est une martingale.

Exemples :

Soit Xi,...,X,,... une suite de variables aléatoires i.i.d. dont la loi dépend d’un
parametre 6 € ©.
On note f(z,0) la densité de X7 au point = si X; est absolument continue ou la proba-
bilité que X; prenne la valeur x si X; est discrete.

On se fixe une valeur 8 du parameétre.

On pose Fy = {Q,0}, F, = 0(X1,...,X5), F = (Fn)nen et on considére, comme
dans le paragraphe 1.1.1, le processus Z, = Log%.
On pose alors Sp:=0et S, =21 +...4+ Z, pour n > 1.
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(1) On suppose que Eg(|Z1|) < +o0 et on définit M,, = S,, — nEy(Z1).
Alors (My,)nen est une F-martingale.

Démonstration :

Pour tout n < 0, M,, est F,-mesurable et intégrable car on a supposé que les Z;
I’étaient.

De plus,

Vn>1, Eo(M, | Fn-1)
= Ey(Sn —nEg(Z1) | Fn-1)
= EG(Snfl | ]:nfl) +E0(Zn | fnfl) - nEG(Zl)
Sn—1+ Eg(Z,) — nEy(Z71) car S,,—1 est F,_1-mesurable,
Sp—1— (n—1)Ep(Z;) car les Z; ont méme loi,
= Mp1.

Donc (M,,)nen est une F-martingale.

(2) On suppose que Varg(Z1) < +oo. On pose A, = nVarg(Z1) et on définit
W, = M? — A, pour n € N.
Alors (W, )nen est une F-martingale.

Démontration :
Pour tout n > 0 W, est F,,-mesurable et intégrable car on a supposé Vary(Z;) < +oo.
D’une part, on a pour tout n > 1

EG((Mn — M, - 1) | Fn— 1)
= Eo((Zn —Eo(21))? | Fu1)
Eo((Z, —Eg(Z1))?) car les Z; sont indépendants,
= Varyg(Zy) car les Z; sont de méme loi.

D’autre part, pour tout n > 1 on a

EG((Mn - Mn—1)2 ’ fn—l)
= EG(MnQ | ]:nfl) - 2Mn71E6(Mn | anl) + M -1
= Eo(M2?|F,_1)—2M2_; + M?2_| car (Mn)nZO est une F-martingale,
= Eg(MZ| Far) - M2,
D’ou
Eg(M2 | Fro1) — M2, = Vare(Zy). (B.1)
Par conséquent,
Eo(Wh | Fn-1)
= o Mg | Foo1) — nVarg(Z1)
= M2, Varg( 1) —nVare(Z1) par la relation (B.1)
= M7, —(n—1)Vary(Z)
- W,
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Ce qui signifie que (W), >0 est une F-martingale.]

Définition B.1.4 Une variable aléatoire T : (Q,A,F,P) — (N,P(N)) est appelé
F-temps d’arrét si pour tout n € N,

{w,T(w) =n} € F,.

Exemple :

Soit S(A,B), le test séquentiel du rapport des probabilités de la définition 1.1.1. et
N le nomdre d’observations nécessaires au test pour prendre une décision. Soit F est la
filtration définie dans I’exemple précédent.

Alors, la variable aléatoire N est un F-temps d’arrét. En effet, on pour tout n € N,

{N=n} = {LogA < Z; < LogB,...,LogA < S,—1 < LogB,S,, > A}
U{LogA < Zy < LogB,...,LogA < S,—1 < LogB,S,, < B}
€ Fn.

B.2 Processus arrétés

Théoréme B.2.1 Soient X = (X,,)neny une F-martingale et T un F-temps d’arrét.
Alors, le processus arrété

XT = (Xrpn)nen
est une F-martingale. De plus pour tout n € N, on a

E(X7an) = E(Xo).

Démonstration :
> Pour tout n € N, on peut écrire:

Xran = Sorzo Xeliropy + Xoliran—n)

= Yo Xk L=y + Xnllir>p)-

Pour k <n —1, on a Xpllyp_p € LY(Q,F,P) C LY(Q,F, P).
Puisque {T' > n} € F,,—1, on en déduit que X, 7>,y € LY(Q,F, P).
Donc Xt1a, € LY(Q,F,,P).

> De plus, on peut écrire pour tout n € N:
E(XrAms1) | Fn) = EQ i—o Xelir—ry + Xnt1Wrsni1y | Fn)

= D peo Xellgr—py + Lypron i1y E(Xnq1 [ Fn)

car y p_g Xilyr—gy et Wyp>p 1y sont Fy-mesurables.
Enfin, puisque (X, )nen est une martingale, on a E(X,, ;1| F,) = X, et donc

E(X7Am+1) [ Fn) = ZXk]l{T:k} + Xplirsn i1y = Xoan.
k=0
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> Si on integre l'inégalité précédente, on obtient pour tout n € N:

E(XT/\(nH)) = E(XT/\n)-
On en déduit alors que la suite (E(X7an))nen est constante et que pour tout n € N,

E(X71an) = E(Xo).O

94



Annexe C

Méthode générale pour obtenir
des intervalles de confiance

On suppose que 'on dispose d’un échantillon de variables aléatoires i.i.d. X1,...,X,
de densité f(z,0) au point x avec 6 € ©.
Supposons de plus que 'on dispose d’un estimateur 0 du parametre 6 (par exemple
Pestimateur du maximum de vraisemblance) ayant pour densité g(éﬂ) au point 6.

Soit v €]0,1[. On va chercher a obtenir un intervalle de confiance a (1 —+)100% pour
le parametre 6.

e On peut pour chaque valeur de 0 définir deux quantités hy et ho telles que

h1 .
P(h < hy) = /OO 9(6.0)df = % (C.1)
~ +m A — ~
P(d > hy) = /h 9(6.0)df = % (C.2)

Evidemment h; et hy dépendent de 6. 1l s’agit en fait de deux fonctions de 6 que 'on
peut représenter graphiquement et dont les valeurs sont déterminées grace aux équations
(C.1) et (C.2).

De plus, pour tout 0 € ©, hq(0) et ha() vérifient 1'équation

P(h1(0) < 0 < hy(0)) =1 — 7. (C.3)

e Si maintenant, sur la base d’un échantillon de réalisations 1, ...z, de X1,...,X,,
on calcule la réalisation 6’ de I'estimateur 6 de 6, alors on peut tracer la droite d’équation
6 = ' sur le méme graphique.

On suppose alors qu’elle coupe chacune des courbes représentatives de hi et ho en un
seul point et on note 0] et 6} les projections des points d’intersection entre la droite et les
deux courbes sur I’axe des abscisses. La F1G. C.1 représente la construction graphique
de 91 et 92.
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h,(©)
Valeurs de
I'estimateur
de ®

h,©

Valeurs de &

Fic. C.1 — Détermination graphique de 6 et 0},

Soient alors les variables aléatoires 61 et 65 dont les réalisations 0] et 65 sont construites
selon la méthode précédente. Puisque pour chaque réalisation 6’ de 6, on a

0 <0 <0, =0 < hyB) et hi(0) <@,

alors

P(fy < 0 < 0;) =P(h1(6) < 0 < ha(h) =1 —1.

On peut donc en déduire que |02,01] est un intervalle de confiance & (1 — )100% pour
le parametre 6.

Remarque:

En pratique, on ne connait pas les variables aléatoires 6, et 5 de maniére explicite
mais simplement des réalisations 6] et 6} obtenues grace a des observations.

On notera encore 01 et 05 les réalisations des variables aléatoires 61 et #5. De méme,
on notera encore P(Ay < 6 < 1) = 1 — v, ce qui signifira que la probabilité que 1'on ait
construit un intervalle qui recouvre le vrai parametre 6 est égale a 1 — .

e Il est possible dans certains cas de déterminer 0] et 6, sans calculer toutes les
valeurs de hy et hg. D’apres la figure, la borne inférieure 6o de l'intervalle de confiance
est déterminée par I’équation

+o0 . R v
/é 9(0,62)d0 = -, (C.4)

et la borne supérieure #; de l'intervalle de confiance est donnée par la relation

/ " Gaai=. (C5)

+o0

o |
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Si les expressions dans le membre de gauche de (C.4) et (C.5) sont explicites en 6
et peuvent étre résolues de maniere unique en 6, alors les racines sont des limites de
confiance a (1 — v)100% pour le parametre 6.

Remarque:

La méthode que nous venons de décrire est applicable a un échantillon X4,...,X,
de variables aléatoires discrétes et un estimateur dicret 6 de 6.

Si on note g(#’,0) la probabilité que § prenne la valeur @', les équations (C.2) et (C.1)
ne pouvant étre résolues exactement, la méthode précédente donne donc des intervalles
dont la confiance est supérieure a (1 —+)100%.
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Conclusion

Pour résoudre le probleme de qualification de capteurs, nous nous sommes intéressés
aux procédures séquentielles, connues pour nécéssiter un nombre d’observations inférieur
en moyenne, a celui d’un test classique, pour prendre une décision.

Apres avoir étudié les tests séquentiels du rapport des probabilités, nous avons ap-
pliqué les résultats obtenus au premier chapitre au probleme du MTBO, ou le temps
moyen entre deux interruptions est modélisé par une loi exponentielle.

Dans ce cas précis, le nombre N (¢) d’interruptions survenues au cours du temps ¢ étant
connu, nous avons pu construire une version continue du test séquentiel du rapport des
probabilités permettant une économie de temps non négligeable a ’acceptation.

Nous avons alors été naturellement conduits a étudier le test séquentiel du rapport
des probabilités pour des processus a temps continu, dont les principales propriétés ont
été démontrées a partir de celle du TSRP classique par dicrétisation du temps.

Bien que nous ayons ainsi entiérement déterminé les propriétés de ce test, il a fallu
tenir compte des impératifs des industriels. Le test construit, bien qu’économe en temps
pouvait aléatoirement nécessiter un temps relativement long pour prendre une décision.

Or les industriels, pour des raisons d’ordre pécuniaire et un soucis de planification,
souhaitent que la qualification se fasse en un temps inférieur & un certain temps ¢ fixé
au préalable. Nous avons alors tronqué la procédure séquentielle afin de décider en un
temps donné si un capteur était conforme ou pas.

Les capteurs jouent un role prépondérant au moment de 'atterrissage. Une fois que
la procédure de test a accepté le capteur, il est important de déterminer un intervalle
de confiance pour le MTBO, afin de connaitre la confiance & accorder & cette décision.
Nous avons obtenu des limites de confiance inférieures et supérieures du MTBO qui
dépendent du nombre d’interruptions qui se sont produites avant ’acceptation. Il nous
a aussi été possible de calculer la probabilité que le vrai MTBO soit supérieur a la valeur
minimale #y autorisée pour la mise en service du capteur.

En pratique, les capteurs étant observés nécessairement sur une durée d’ un an, nous
avons intégré cette information a la procédure de test, ce qui nous a permis d’accorder
une plus grande confiance au fait que le MTBO soit supérieur ou égal a la valeur mi-
nimale autorisée et d’obtenir des intervalles de confiance de bien plus faible amplitude
lorsque I'acceptation se faisait avec un petit nombre d’observations.
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Conformément aux souhaits des industriels, la méthode que nous avons utilisée dans
ce mémoire pour obtenir des intervalles de confiance n’utilise pas d’arguments bayésiens.

Cependant il est possible de faire une hypothése sur la loi a priori du parametre et
d’obtenir des intervalles de confiance. De nombreux résultats ont été publiés dans ce
domaine. De maniere générale, on constate que 'utilisation de méthodes bayésiennes
conduit a l'obtention d’intervalles dont la probabilité de confiance est supérieure. Dans
[7], Sumerlin compare une méthode classique & une méthode bayésienne et pour plus de
détails, on pourra se référer aux travaux de Schick et Drnas [6].
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